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I Zeker slagen met Examenbundels,
meer dan oefenexamens! }

#geenexamenstress

samen
gevat

)

MEER DAN
ALLEEN EXAMENS )

Oefenen met echte
examens, met uitleg en

toelichting van docenten
en vakexperts.

EXAMENSTOF
ALLES IN EEN }

Alle examenstof in
één boek, compact en
overzichtelijk.

LEREN
KUN JE LEREN]

SPECIAAL
VOOR DE TALEN #

e De ideale voorbereiding
op zowel het centraal
schriftelijk examen als
de schoolexamens.

e Handig hulpmiddel
naast Examenbundel,

Samengevat en N.C. Keemink

Examenidioom. 2022 I 2023 P. Thiel

o Ontdek welke leer-
strategieén het best
bij jou passen.

o Perfecte samenvattingen
met voorbeelden uit de
laatste examens.

e Meer dan 1000 idioom-
woorden met realistische
voorbeeldzinnen.

e Oefenen met voorbeeld-
vragen per onderwerp.

e Overzichten met
begrippen en definities.

e Voldoet aan de laatste
exameneisen.

e Thematisch gerangschikt. e Bevat tips over effectief
leren, plannen en

motivatie.

Wiskunde B

Aandacht voor
lees-, gespreks- én
schrijfvaardigheid.

Geeft ook toegang tot
vele extra’s en gericht
studieadvies op Mijn
Examenbundel.

Te gebruiken naast elke
lesmethode.

e Meer tijd over voor
andere dingen zoals
werken en sporten.

Met handig trefwoorden-
register achterin.

#ikgazekerslagen

(g

: : ThiemeMeulenhoff
Ga naar examenbundel.nl voor meer informatie Y%
over je eindexamens, extra oefeningen en meer!



mijn.examenbundel.nl )

Slagen zonder examenstress doe je met Examenbundel,
} Samengevat, Examenidioom en Zeker Slagen!
Alles voor je schoolexamens en je centrale examens
in je boeken, maar ook online.

Overzicht Video's
van al je Antwoorden en andere
examenvakken bij de leerbronnen
orientatietoets
Online Quickscan
oefenen Inzicht in je en nog
voortgang veel meer!
Ga naar mijn.examenbundel.nl en log in op #

Mijn Examenbundel. Met deze code krijg je toegang
tot heel veel (digitale) extra’s die bij je bundel horen:

l*

Deze code is uniek en door één persoon te gebruiken. Geldig tot 15 juli 2023.

#ikgazekerslagen

Voorwoord

Met deze Examenbundel bereid je je goed voor op het eindexamen en op de
schoolexamens. Je oefent met echte examenopgaven. Als je niet weet hoe je een
vraag aan moet pakken, raadpleeg dan de bijbehorende hint. In de uitwerkingen

staan de antwoorden met een duidelijke uitleg. Zo weet je precies wat je goed en "
fout hebt gedaan.

Gebruik naast deze Examenbundel ook het boek Samengevat om te leren voor je
examen. Hierin vind je een handige samenvatting van alle examenstof.

examen samen
bundel + gevat

—

Oefenen met echte Overzichtelijke
examens en duidelijke samenvatting van
uitwerkingen de examenstof

Wil je weten op welke datum het centraal examen is?
Ga naar examenbundel.nl/examenrooster voor het actuele examenrooster.
Of scan de QR-code:

[®] =%,

Namens team Examenbundel heel veel succes!

Heb je een vraag of opmerking over deze Examenbundel?
Ga dan naar examenbundel.nl/contact.

Opmerking

De overheid stelt de regels op voor het examen. Bijvoorbeeld wat de examenonderwerpen zijn, welke
hulpmiddelen je mag gebruiken en wanneer het examen is. De auteurs en uitgever hebben deze
Examenbundel met grote zorg samengesteld. Soms veranderen de regels van de overheid echter of
worden er nieuwe afspraken gemaakt over wat die regels betekenen. Raadpleeg daarom altijd je docent
of onze website www.examenbundel.nl voor actuele informatie die voor jouw examen van belang is.

©ThiemeMeulenhoff 3



Inhoud

7 Stappenplan: hoe leer je met de Examenbundel?
13 Tips: hoe maak je examenopgaven bij wiskunde?

Oriéntatietoets Examen 2019-|
191 Opgaven
17 Opgaven 199 Hints - uitwerkingen

Examen 2019-lI
212 Opgaven

Deel 1 227 Hints - uitwerkingen
Oefenen op
onderwerp Examen 2021-|
238 Opgaven
1 Algebraische vaardigheden 247 Hints - uitwerkingen
25 Opgaven
32 Hints - uitwerkingen Examen 2021-lI
261 Opgaven
2 Functies (lineair-, machts-, 269 Hints - uitwerkingen
wortel- en gebroken functies)
42 Opgaven Examen 2021-1ll
57 Hints - uitwerkingen 284 Opgaven

290 Hints - uitwerkingen
3 Exponentiéle en logaritmische

functies
74 Opgaven Deel 2b
87 Hints - uitwerkingen E
xamen 2022-1

4 Periodieke functies
105 Opgaven
115 Hints - uitwerkingen

Examen 2022-1
307 opgaven

5 Meetkunde De uitwerkingen van het
127 Opgaven examen 2022-| vind je op
135 Hints - uitwerkingen mijn.examenbundel.nl.
Deel 22 Bijlagen
Examens met
uitwerkingen Cijferbepaling
Onderwerpregister
Examen 2018-1 Examenwerkwoorden
153 Opgaven Formuleblad
162 Hints - uitwerkingen Afrondregels

Examen 2018-II
172 Opgaven
179 Hints - uitwerkingen

©ThiemeMeulenhoff
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Stappenplan: hoe leer je met de Examenbundel?

Natuurlijk kun je de Examenbundel van voor naar achter doorwerken of er kriskras wat
onderdelen uithalen om mee te oefenen, maar je kunt het ook systematischer aanpakken.
Als je oefenen met de Examenbundel combineert met leren uit Samengevat, bereid je je
optimaal voor op je examen.

Op de volgende pagina’s vind je drie routes die laten zien hoe je kunt leren met de
Examenbundel. Kies de route die past bij jouw manier van leren:

e Route 1: Ga je graag meteen aan de slag? Start met oefenen per onderwerp.
e Route 2: Wil je eerst weten waar je staat? Start met de oriéntatietoets.

e Route 3: Leer je liever eerst de theorie? Start met leren per onderwerp.

l‘

tikgazekerslagen

©ThiemeMeulenhoff 7



Stappenplan Examenbundel 2022 | 2023
Ga je graag meteen aan de slag? Start met oefenen per onderwerp. # }

Maak per week opgaven van een hoofdstuk in deel 1 van de Examenbundel.
|
Kijk de opgaven na met de bijbehorende uitwerkingen.

| |
Meer dan de helft goed. De helft of minder goed.

Neem het bijbehorende hoofdstuk in
Samengevat door.

| .
. : april
januari & Oefen met het onderwerpregister achter in

februari de Examenbundel meer opgaven over dit
onderwerp uit de verschillende examens.

I
Kijk die opgaven na.

Meer dan De helft of
de helft goed. minder goed.

Maak de opgaven
van dat hoofdstuk
uit deel 1 die je nog
niet gemaakt had.
Gebruik de hints.

Maak de oriéntatietoets.
|
Bereken je score met de uitwerkingen op mijn.examenbundel.nl.
| |

Voldoende. Onvoldoende.

maart I I

Bestudeer Samengevat over de onderwerpen die minder goed gingen.

Oefen opgaven uit deel 1 van de Examenbundel en via het onderwerpregister uit de
verschillende examens over het betreffende onderwerp. Gebruik de hints!

!

8 ©ThiemeMeulenhoff

Wiskunde B vwo Hoe leer je met de Examenbundel?

N ——y

Maak een heel examen uit deel 2a van de Examenbundel.

Kijk het examen na met de bijbehorende uitwerkingen.

Tevreden met het resultaat. Niet tevreden met het resultaat.

Kijk met behulp van het
onderwerpregister welke onderdelen
nog niet goed gaan en waar voor jouw
gevoel wel winst is te behalen.

Je hoeft niet alles goed te doen!

Bestudeer Samengevat en maak
via het onderwerpregister van de
Examenbundel een aantal opgaven over
dat onderwerp uit deel 1 en 2a tot je
tevreden bent met het resultaat.

Blijf oefenen met deel 2a zodat je met vertrouwen het examen ingaat.

#geenexamenstress

©ThiemeMeulenhoff 9



Stappenplan

3 Route 2

Wil je eerst weten waar je staat? Start met de oriéntatietoets. }

januari

februari I

maart

april l

10

Examenbundel 2022 | 2023

Maak de oriéntatietoets in de Examenbundel.

Bereken je score met de uitwerkingen op mijn.examenbundel.nl.

Voldoende.

Onvoldoende.

Kijk welke onderwerpen uit deel 1 van de
Examenbundel nog niet goed gingen.

Bestudeer elk hoofdstuk in Samengevat.

Maak opgaven per onderwerp uit deel 1 van de Examenbundel.

Kijk de opgaven na met de bijbehorende uitwerkingen.

I
Meer dan de helft goed.

I
De helft of minder goed.

Oefen met het onderwerpregister

achter in de Examenbundel meer

opgaven over dit onderwerp uit de
verschillende examens.

|
Kijk die opgaven na.
| |
Meer dan de helft goed. De helft of minder goed.

Maak de opgaven van dat hoofdstuk
uit deel 1 die je nog niet gemaakt had.
Gebruik de hints.

Maak een heel examen uit deel 2a van de Examenbundel.

LR ]

©ThiemeMeulenhoff

Wiskunde B vwo Hoe leer je met de Examenbundel?

Kijk het examen na met de bijbehorende uitwerkingen.
| |
Tevreden met het resultaat. Niet tevreden met het resultaat.

Kijk met behulp van het
onderwerpregister welke onderdelen
nog niet goed gaan en waar voor jouw
april gevoel wel winst is te behalen.

Je hoeft niet alles goed te doen!

Bestudeer Samengevat en maak
via het onderwerpregister van de
Examenbundel een aantal opgaven over
dat onderwerp uit deel 1 en 2a tot je
tevreden bent met het resultaat.

Blijf oefenen met deel 2a zodat je met vertrouwen het examen ingaat.

#geenexamenstress

©ThiemeMeulenhoff 11



Stappenplan Examenbundel 2022 | 2023

3 Route 3

Leer je liever eerst de theorie? Start met leren per onderwerp. #

januari & I
februari :

maart

april

12

Bestudeer per week een hoofdstuk uit Samengevat.
|
Maak de oriéntatietoets van de Examenbundel.
|
Bereken je score met de uitwerkingen op mijn.examenbundel.nl.
| |

Voldoende. Onvoldoende.

Kijk welke onderwerpen uit deel 1 van
de Examenbundel nog niet goed gingen.

Maak de opgaven uit deel 1 over die
onderwerpen.

I
Kijk die opgaven na.
I I
Meer dan de helft goed. De helft of minder goed.
I

Oefen met het onderwerpregister

achter in de Examenbundel meer

opgaven over dit onderwerp uit de
verschillende examens.

Maak een heel examen uit deel 2a van de Examenbundel.
|
Kijk het examen na met de bijbehorende uitwerkingen.
I I

Tevreden met het resultaat. Niet tevreden met het resultaat.
|

Kijk met behulp van het
onderwerpregister welke onderdelen
nog niet goed gaan en waar voor
jouw gevoel wel winst is te behalen.
Je hoeft niet alles goed te doen!

1

Bestudeer Samengevat en maak via het
onderwerpregister van de Examenbundel
een aantal opgaven over dat onderwerp
uit deel 1 en 2a tot je tevreden bent
met het resultaat.

Blijf oefenen met deel 2a zodat je met vertrouwen het examen ingaat.

#geenexamenstress

©ThiemeMeulenhoff

Tips: hoe maak je examenopgaven bij wiskunde?

Bij het op de juiste manier oplossen van een probleem doorloop je in het algemeen
drie stappen: de voorbereiding, de uitvoering en een controle.

Voorbereiding

e Kijk eerst vluchtig alle opgaven door en begin met de opgaven die je vertrouwd
voorkomen.

e Ga na hoeveel tijd beschikbaar is per opgave.

e Lees de tekst van de gekozen opgave rustig en nauwkeurig. Onderstreep of
markeer hierbij aanwijzingen, begrippen, formules, getallen e.d. die van belang
kunnen zijn. Deze informatie is dan bij het beantwoorden van de vragen snel

terug te vinden.

* Lees elke vraag nauwkeurig, maak een schets en ga na welke informatie je nodig
denkt te hebben om de vraag te kunnen beantwoorden.

e Alsin een vraag staat ‘los op, benader of bereken’ dan mag de grafische
rekenmachine gebruikt worden om het antwoord te vinden. Als in een vraag
staat ‘bereken algebraisch of bereken exact’ dan wordt er naar een berekening
gevraagd. De grafische rekenmachine gebruik je dan alleen ter controle.

e Bepaal welke tussenstappen je bij de beantwoording van de vraag zult moeten
maken. Deze worden bepaald door het ‘gat’ dat er zit tussen de gegevens en het
gevraagde. Je kunt daarbij zowel van de gegevens als van het gevraagde uitgaan.

e Begin pas aan de uitvoering, wanneer je de aanpak van het vraagstuk overziet.

Uitvoering

e Reserveer op je papier voor elke opgave voldoende ruimte. Je werk wordt
daardoor overzichtelijker en je kunt je antwoord makkelijker aanvullen.

e Schrijf alle tussenstappen overzichtelijk op, zodat zichtbaar wordt hoe je tot je
antwoord bent gekomen.

e Indien om uitleg wordt gevraagd, mag die niet ontbreken.

e Schrijf bij twijfel altijd iets op (behalve als je zelf al kunt beoordelen dat je
antwoord nergens op slaat).

Controle

LE ]

e Lees de vraag nog eens over. Is hij volledig beantwoord?

e Vind je het gevonden antwoord zinnig (klopt bv. de orde van grootte)? Zo niet, probeer
je denk- of rekenfout op te sporen of maak daarover tenminste een opmerking.

e Is de juiste eenheid vermeld?

e |s de afronding van een verkregen waarde in overeenstemming met de vraagstelling?
Let op het juiste aantal cijfers achter de komma.

©ThiemeMeulenhoff 13



Hoe zou je het nu al doen op een
examen? De oriéntatietoets geeft je een
eerste indruk. De antwoorden vind je
op mijn.examenbundel.nl.

Orientatietoets

15



Orientatietoets

Twee lijnen

Gegeven zijn de lijn m met vectorvoorstelling (;) (g) +t <_12> ,
. . x\ _ (0 1
de lijn n met vectorvoorstelling (y) = <2> +s (_3).

3p 1 Bereken de hoek tussen m en n. Rond je antwoord af op een geheel aantal graden.

Een gebroken functie

X
De functie fis gegeven door f(x) = 4:; :f .

3p 2 Bereken exact voor welk x geldt: f(x) > 3
F(x) = 2x + 2-In(e* + 4) is een primitieve van f.

3p 3 Toon dit aan.

Hardheid

De functie f wordt gegeven door f(x) = V25 — x> . De grafiek van fis een halve cirkel
met middelpunt O(0, 0) en straal 5.

) . v __ 5
Voor de functie f geldt: 1 + (f'(x)) Nrgees

5p 4 Bewijs dit.

©ThiemeMeulenhoff 17



3p

3p

Oriéntatietoets Examenbundel 2022 | 2023

Raaklijn en perforatie

2 _
De functie fis gegeven door f(x) = x§+—24x2 met x # -2 en x = 0.
figuur
y
(0] X

5 Bepaal met behulp van differentiéren de vergelijking van de raaklijn aan fin het
snijpunt van f met de x-as.

De grafiek van f heeft een perforatie. In de figuur is de grafiek van f met de perforatie

getekend.
6 Bepaal met behulp van limieten de perforatie van de grafiek van f.

18 ©ThiemeMeulenhoff

3p

4p

6p

Wiskunde B vwo Oriéntatietoets

Een ellipsvormige baan

Punt P doorloopt in het Oxy-vlak een ellipsvormige baan volgens de bewegings-
vergelijkingen

x(t) = & sin(t)
y(t) = sin(t + & 7)

Hierin is t de tijd.
De baan van P is weergegeven in figuur 1.

figuur 1

y

N\

Gedurende de beweging verandert de afstand van P tot de oorsprong.
Bereken de maximale afstand van P tot de oorsprong. Geef je antwoord in twee
decimalen nauwkeurig.

Bereken exact de snelheid van Pals t=0 .

De baan van P snijdt de lijn met figuur 2
vergelijking y = 2x in de punten A

en B. Zie figuur 2.

Bereken exact de codrdinaten van A en B.

y

©ThiemeMeulenhoff 19



Sp

Oriéntatietoets Examenbundel 2022 | 2023

Drie halve cirkels

Gegeven is een halve cirkel met middellijn AB en straal 4. Het middelpunt van deze
cirkel is M.

Op lijnstuk AB ligt het punt C zo dat AC= 2.

AC en CB zijn de middellijnen van twee andere halve cirkels met stralen 1 en 3.

De middelpunten van deze twee halve cirkels zijn respectievelijk K en L.

Alle halve cirkels liggen aan dezelfde kant van AB.

De lijn door C loodrecht op AB snijdt de grootste halve cirkel in punt D.

Lijn PQ is de gemeenschappelijke raaklijn aan de twee binnenste halve cirkels,
waarbij P en Q de raakpunten zijn. PQ staat dus loodrecht op KP en op LQ.

Zie figuur 1.

figuur 1
D
P
A 1 K C M L 3 B

10 Toon aan dat CD en PQ exact even lang zijn. Je kunt hierbij gebruik maken van de

figuren hieronder.

C

A 1 K M L 3 B

4 1 K C M L 3 B

20 ©ThiemeMeulenhoff

3p

11

Wiskunde B vwo Oriéntatietoets

Vierkant op een driehoek

Gegeven zijn de punten O(0, 0) en A(2, 0) .
Punt P beweegt over de halve cirkel met middelpunt O en straal 2 volgens de
bewegingsvergelijkingen
x(t) = 2 cos(t)
y(t) = 2 sin(f)
Tegen de zijde AP van driehoek OAP ligt een vierkant ARQP. Dit vierkant ligt buiten

driehoek OAP.
In de figuur is de situatie op de tijdstippen { = 1 en t = 2 weergegeven.

met0<t<m

figuur
t=2

9
t=1
0 R
P P
R
0] A 0] A

2cos(t) + 2sin(t) >

Er geldt: 0Q =
rgeiat U&=\ 2cos(t) + 2sin(t) + 2

Bewijs dit.

©ThiemeMeulenhoff 21



Oriéntatietoets Examenbundel 2022 | 2023

Onafhankelijk van p

Voor elke positieve waarde van p is een functie f gegeven door f(x) = —x® + 3px°.

De grafiek van f heeft twee punten met de x-as gemeenschappelijk: O(0, 0) en

punt A. Zie onderstaande figuur.

De top van de grafiek van f die rechts van de y-as ligt, noemen we T.

De horizontale lijn door T snijdt de y-as in punt C en snijdt de verticale lijn door A in
punt B. De oppervlakte van het gebied onder de grafiek van f binnen rechthoek OABC
is in de figuur grijs gemaakt.

figuur
y Examenopgaven per onderwerp met
hints om je op weg te helpen en uitleg
¢ L B bij de antwoorden. Ook handig bij de
voorbereiding op je schoolexamens!
S/
o A X

8p 12 Toon aan dat de verhouding van de oppervlakte van het grijze gebied en de
oppervlakte van rechthoek OABC onafhankelijk is van p.

Vermenigvuldigen in horizontale en verticale

richting
Lo 1+ In(x)
De functie fis gegeven door f(x) = 5
. . ¢+ In(x)
Voor elke waarde van c is de functie g, gegeven door g.(x) = ——

De grafiek van f wordt ten opzichte van de x-as vermenigvuldigd met e, het grondtal
van de natuurlijke logaritme. Vervolgens wordt de zo verkregen grafiek ten opzichte

Oefenen op onderwerp

van de y-as vermenigvuldigd met %.

Hierdoor ontstaat de grafiek van g, voor een waarde van c.
4p 13 Bereken exact deze waarde van c.

22 ©ThiemeMeulenhoff 23
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14
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1 Algebraische vaardigheden

Herschrijf tot de vorm A =

29 __A
5+2  2A-3

5.P.d

1
A

t =

20

V=873 005

a a_
b AT

alo

1300 - A
A

t=69VA-12

=44 -0,87"

t=10-log(A) + 90
log(A) =2-log(D) + ¢
P=100-(1-2"%4)

_1,2:A%

c B

1300 — ¢

n = 44-0,87%

Herschrijf de stelsels tot de vorm A(r) =
herleid zo ver mogelijk

{A_ 1000
X
x =100 + 2

= R3
{A B B>0

r=6B2
B-r=30
A =¥+ 56,6B+@+ 90.8r

©ThiemeMeulenhoff
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20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

Oefenen op onderwerp Examenbundel 2022 | 2023

Bereken algebraisch de oplossing van
onderstaande vergelijkingen

X+\8+x=4
xVx+1+2x+1=0

(4x—1)-3 - (Bx+1)-(2x - 1)
(x+1)?

=0

(4x2-8)%2x+1)=0

2000-x~2 —40000-x2°=0

Bereken algebraisch de waarde van aen b

a-b=178
a—0,36b =205
3x+7 _a b

X+2)x+3) x+2  x+3

Werk de haakjes weg en herleid zo ver mogelijk

(30 — 2x3)% =

o (1oh) e (1-4)'-
11000 - 0,9!- (0,7-0,5 - 0,9%) =

0,007 (8G)%425 - (21)0725 =

Herschrijf tot de gevraagde vorm

298,5

L
7-3600

Schrijf (6,9 +

) - L om tot de vorm aL + bT

. . 29°-8q+16
Schrijf zonder quotiént: ———— =

Schrijf om tot één quotiént: 2% (1-1) =

Schrijf om tot één quotiént: V1 —x2 + x - - =

Schrijf om tot één quotiént: V1 —x + TX_X =

26 ©ThiemeMeulenhoff
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33

34

35

36

Wiskunde B vwo 1 Algebraische vaardigheden

Schrijf om tot één quotiént: V(230v
—+ k

2a
Schrijf ¥1000x om tot de vorm a - x?
Schrijf log(y) = 3 + 4x om tot de vorm y = 107 - (102)"

Schrijf x> + 8x + 15 om tot de vorm (x + p)®> + q

Schrijf x> — 3x + 12 om tot de vorm (x + p)?> + q

Stangenvlinders

Een constructie bestaat uit twee stangen van lengte 18 cm en twee stangen van
lengte 10 cm die scharnierend aan elkaar zijn bevestigd. Zie de foto.

We verwaarlozen de breedte en de dikte van de stangen en bekijken alleen de
vormen waarbij de lange stangen over elkaar heen liggen.

foto

In figuur 1 hieronder zie je een aantal mogelijke vormen getekend; zulke vormen
noemen we stangenvlinders.

De afstand tussen de scharnierpunten aan de onderkant noemen we x, die aan de
bovenkant y, met x en y in cm.

Als x maximaal is, en dus y minimaal, liggen de vier lijnstukken op één lijn. In die
situatie zijn x en y achtereenvolgens 28 en 8.

figuur 1

o O PN\ A

©ThiemeMeulenhoff 27



Oefenen op onderwerp Examenbundel 2022 | 2023 Wiskunde B vwo 1 Algebraische vaardigheden

In figuur 2 zijn bij een stangenvlinder met hoogte h twee rechthoekige driehoeken Landi ng
getekend.

In deze opgave bekijken we een eenvoudig wiskundig model van de baan van een
figuur 2 vliegtuig bij de landing.
Een vliegtuig vliegt op een hoogte van 8 km. Op een afstand van 100 km van het
vliegveld (horizontaal gemeten) wordt het landingsproces ingezet.
We tekenen de baan van het vliegtuig in een assenstelsel: x is de afstand (in km,
horizontaal gemeten) vanaf het punt waar het landingsproces wordt ingezet en y is de
hoogte (in km).
De piloot begint het landingsproces in het punt (0, 8) en het vliegtuig komt in het punt
(100, 0) op de grond. Zie de figuur.

Door in elk van de vet getekende driehoeken h? uit te drukken in x en y kun je figuur
afleiden dat y = ﬁ. y
X 8

37 Geef deze afleiding.

De stangenvlinder past precies op de rechthoekige bodem van een doosje met lengte
17,5 cm, zoals getekend in figuur 3.

o b0 X
figuur 3 100

17,5 cm De baan die het vliegtuig tijdens het landingsproces beschrijft, wordt in het assen-
stelsel bij benadering gegeven door: y=8-2,4-10°- x>+ 1,6 - 107°- x®

39 Toon langs algebraische weg aan dat volgens bovenstaande formule het vliegtuig
zowel in het punt (0, 8) als in het punt (100, 0) een horizontale bewegingsrichting
heeft.

De snelheid in horizontale richting is tijdens het gehele landingsproces 500 km/u.
Er geldt dus: x = 500t, waarbij t het aantal uren na het inzetten van de landing is en
0<t<0,2.

38 Bereken de breedte h van de bodem van dit doosje. Voor de hoogte y geldt: y = 8 — 600 - t2 + 2000 - 3.

40 Beuwijs dat deze formule klopt.
Om veiligheidsredenen mag de absolute waarde van de verticale versnelling y”(f)

tijdens het landingsproces niet groter zijn dan 1200 km/u?.
41 Onderzoek of aan deze eis voldaan is.
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Het menselijk oog

Om een voorwerp op verschillende afstanden scherp te kunnen zien heeft de mens
de mogelijkheid om te accommoderen, dat wil zeggen de sterkte van zijn ogen aan
te passen, zodat er een scherp beeld op zijn netvlies komt. Om een voorwerp op een
afstand a van het oog scherp te kunnen zien is een bepaalde sterkte S van het oog
nodig. Voor deze sterkte S gebruiken we het volgende model: S = %.
Hierbij is:

— ade afstand in meters tussen het voorwerp en de ooglens;

— b de afstand in meters tussen het netvlies en de ooglens;

— S de sterkte in dioptrieén (dpt).

Zie de figuur.
figuur

| a I b |
voorwerp ooglens beeld op

netvlies

De afstand b hoeft niet voor beide ogen gelijk te zijn.

lemand heeft een rechteroog met b = 0,018 m. Hij kan de sterkte van zijn rechteroog
variéren van 58 tot en met 63 dpt.

Bereken op welke afstanden dit rechteroog voorwerpen scherp kan zien. Rond de
grenswaarden in je antwoord af op twee decimalen.

Voor zijn linkeroog geldt: b = 0,017 m.

Hiermee kan hij voorwerpen op afstanden van 15 cm en verder scherp zien.
Bereken welke waarden S kan aannemen. Geef je antwoord in gehele dioptrieén.

30 ©ThiemeMeulenhoff
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Brandstofverbruik

Een schip maakt een tocht over een rivier van P naar Q en terug. De afstand tussen
Pen Qis 42 km. Van P naar Q vaart het schip tegen de stroom in (stroomopwaarts);
op de terugreis vaart het met de stroom mee (stroomafwaarts).

De snelheid van het schip ten opzichte van de wal hangt af van de stroomsnelheid
van het water en van de snelheid v van het schip ten opzichte van het water; hierbij is
v in km/u.

De stroomsnelheid van het water is 8 km/u. Zie de figuur, waarin de tocht van P naar
Q is weergegeven.

figuur
== / P Q
42 km
v km/u
8 km/u

=

Veronderstel: v = 20.
Toon aan dat de tocht van P naar Q en terug dan 5 uur duurt.

Het brandstofverbruik B op het deel van de tocht stroomopwaarts hangt af van de
vaartijd T (in uren) en van de snelheid v (in km/u) van het schip ten opzichte van het
water. Er geldt: B=T- %,

427

Voor het deel van de tocht stroomopwaarts geldt: B = - =" .

Bewijs deze laatste formule.

Bereken algebraisch bij welke waarde van v het brandstofverbruik minimaal is voor
het deel van de tocht stroomopwaarts.
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Hints bij hoofdstuk 1

Werk eerst het quotiént weg.
Kruislings vermenigvuldigen.
Werk eerst de 87 weg en daarna het quotiént.

Delen door een breuk is hetzelfde als vermenigvuldigen met het omgekeerde van
deze breuk.

Werk eerst het quotiént weg en zet daarna A aan één kant van het = teken.
Werk de 6,9 weg zodat je (makkelijker) kan kwadrateren.

Werk de quotiénten weg.

Herleid eerst op log(A). Maak gebruik van log(a) = b dus a = 10°

Ga na hoe log(A) herschreven wordt tot A = ... . Bedenk dat 1092 = D
Werk eerst de 100 en de 1 weg.

1
Ga na hoe de 3,4 wordt weggewerkt. Maak gebruik van a’= ¢ dus a= c<b)

Maak gebruik van a’=c dus a= c(lb)

Werk r om naar r.

Werk r? om naar r°.

Herschrijf de formule B - r= 30 tot B = ... en vul deze bij A in.

Isoleer het wortelteken om daarna te kwadrateren, vergeet niet te controleren.

Verdeel de worteltekens over beide zijden van het = teken om daarna te
kwadrateren.

Welke vergelijking moet opgelost worden? Werk daarna de haakjes weg.
Niet de haakjes wegwerken.
Werk eerst de x2 en de x° weg.

Herleid de bovenste regel op a en vul die in, in de onderste regel.

Herschrijf de breuk achter het = teken eerst tot één breuk door de noemers gelijk te

maken.

Schrijf eerst met twee paren haakjes.

Werk eerst de twee kwadraten uit. Let op de min.

Werk de haakjes weg. Wordt er vermenigvuldigd met 0,9t of met 11 000 - 0,9¢?
Werk eerst de haakjes weg.

Delen door een breuk is hetzelfde als vermenigvuldigen met het omgekeerde van
deze breuk.

Werk eerst om tot drie kleinere quotiénten.

Werk de haakjes weg en maak gelijke noemers.

Maak van de eerste term een quotiént met gelijke noemer.
Maak van de eerste term een quotiént met gelijke noemer.
Teller en noemer met hetzelfde (2a) vermenigvuldigen.

Splits in getallen en x-en.
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HINTS

Ga na hoe de log(y) om te werken is tot y =
Gebruik kwadraat afsplitsen: x? + 2px = (x+ p)? - p?
Gebruik kwadraat afsplitsen: x? + 2px = (x + p)% — p?

Denk aan de Stelling van Pythagoras. Noteer Pythagoras twee keer, werk uit en ga
na wat opvalt.

Gebruik het gegeven y = 175 samen met het resultaat van de vorige opgave.
Horizontale bewegingsrichting, dus laat zien dat de afgeleide in deze punten 0 is.
Substitueer x = 500t in de formule die al eerder gegeven is.

Bepaal eerst y” Bedenk dat het gaat om de absolute waarde.

Ga na welke twee vergelijkingen opgelost moeten worden.

Bereken S voor a= 0,15 en b = 0,017. Bedenk wat er met S gebeurt als a heel groot
wordt.

Bereken tijd heenweg en tijd terugweg.
Bepaal de benodigde vaartijd met vaartijd = afstand : snelheid.

Algebraisch het minimum berekenen, dus afgeleide gelijk stellen aan 0.
Gebruik de quotiéntregel.
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 1

Herschrijf tot de vorm: A =

2g A _ =

5g+2 - 2A-3 dus 2q-(2A-3)=A-(5g+2) dus 4gA-6q = 5gA + 2A dus
4qA-5gA-2A=6g dus —gA-2A=6qgdus A(-g-2) =6qgdus

__6a

A__q_2

of

2g A 5g+2 2A-3 5q+2_%_£_ 3

Bg+2 2A-3 < 29 A 2g - A A=2-pdus

3 _ 5q+2_ﬁ_5q+2_—q—2 i_—q—Z A _ 2q _ 6q
A=2""2g T2 29 " 29 YAt g ©3 g2 A" 42

Ga na in welke stappen het gedeelte dat P bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in
omgekeerde volgorde weg. (Werk dus eerst het quotiént weg.)

t= 51# dus Tt = 51# kruislings vermenigvuldigen geeft
7 74
JA-t=5-P.dena=10Pd

Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in
omgekeerde volgorde weg. (Werk eerst de 87 weg en daarna het quotiént.)

—g7_-_20
V=87 A+0,05

B 20 v-87 _  -20 - . .
V-87= 210,05 dus T = A+005 kruislings vermenigvuldigen

(A +0,05)(V-87) =-20

__ 20
A+0,05= V-8
A=-0,05- 20 dit kan ook geschreven worden als A = 20 __ 0,05
! V-87 g87-Vv

Delen door een breuk is hetzelfde als vermenigvuldigen met het omgekeerde.

b At
antilospn gt

(%)
b
Werk eerst quotiént weg en zet daarna A aan één kant van het = teken.

1300-A _ ,, . t 1300-A _ 44-0,87"
—S T =44-087" dus y ]

1300-A=44-0,87"- A
44.0,87"- A+ A=1300
(44 -0,87'+1) - A=1300

__ 1300
(44 - 0,877 +1)

34 ©ThiemeMeulenhoff
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Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in
omgekeerde volgorde weg. (Werk de 6,9 weg zodat je (makkelijker) kan kwadrateren.)

t=6,9vA-12

t = —
o5 = VA=12
2
t = —_
69>_A 12

2 2
_(_t ; __ ¢t - 2
A= (6,9) +12 dit kan ook geschreven worden als A = 4761 +12=0,021t°+12

Werk de quotiénten weg.
_A _b+1
b?+9 A
A%2=(b+1)-\Vb*+9
1
A=+b+1 -Vb?+9 = (b+1)2 - (b*+9)

ENEN

Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in
omgekeerde volgorde weg. Herleid eerst op log(A).

t=10 - log(A) + 90

t-90 t-90

=90 _ log(A) dus A=10 © dit kan ook geschreven worden als A=10 © = \10v%

10

Ga na hoe log(A) herschreven wordt tot A =
log(A) =2 - log(D) + ¢

A= 102-Iog1D)+c= 102-Iog(D) . 10¢
A= (10"99)? . 10° = p? . 10°

Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in
omgekeerde volgorde weg. (Werk dus eerst de 100 en de 1 weg.)
P=100- (1- 27

P P

P — 1_ 9-CcA _1=_ —cA _ - —CcA
700 =1-2 dus 700 1 2 dus 1 00 2
2 __PY__;.
Iog(1 100) c-A
_2|Og<’|_i) 1
_ 100/ _1 > (_P)=_l.2 1
A= c ¢ 1°9(1-7g0 o leg(1==o5 P

Ga na in welke stappen het gedeelte dat A bevat, opgebouwd is. Werk deze stappen in
omgekeerde volgorde weg. (Ga na hoe de 3,4 wordt weggewerkt.)
. A34
c=12 A" dus B-C=12. A%
A34 B-C

2
A (5:5)

5-B-C)F=”<5.B.C)5=1’<3125.B5.c5)
6 6 7776
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12 Werk eerst de 44 weg. Bedenk ook hoe de vergelijking daarna herschreven kan worden tot 17 Verdeel de worteltekens over beide zijden van het = teken. Wortels, dus controleer de

Examenbundel 2022 | 2023

de vorm A = ... (Ga na hoe de 0,87 wordt weggewerkt.)

1300t _ 44 0,874

antwoorden op de rekenmachine.

xXVx+1+2Vyx+1=0
xVyx+1=-2x+1 maak gebruikvan A-B=A-C dus B= Cof A=0, dus

13:1(‘)10-tt=0,87A x=-2v\x+1=0
A= °'87Iog( 1300 — t) dus x=-2 Vv x=-1 controleren: x = -2 vervalt en x = -1 klopt
44 - t Conclusie: x = -1
Herschrijf de stelsels tot de vorm A(r) = en herleid zo ver mogelijk 18 Ga na dat de teller gelijk gesteld moet worden aan 0 en los op. Controleer noemer # 0
(4x=1)-3-(3x+1)-(2x-1) -0
~ =
13  Herschrijf de tweede formule van x tot x* en vul deze in de bovenste formule in. (x+1)
1000 (4x-1)-3-(3x+1)-(2x-1)=0
A=—03 12x -3 - (6% - x -1) = —6x° +13x -2 =0
_ 2 _ \V169-4- -6- -2 _ _13_
x =100+ 72 oo Z13+189-4- 26 -2 13em ., -13-m
1000 5 1000 12 12 6 -2
A=———-—-=1000"(100+r%)? dus A=
(vV100+r2) (100 + %) - (100 + ) 19 Stel beide factoren gelijk aan nul en los op.
(4x* -8)% (2x+1)=0
14  Herschrijf de tweede formule van B? tot B> en vul deze in de eerste formule in. 4x>-8=00f2x+1=0
- —_ -_1
{A:B3 B>0 x=12 of x=—\2 of x= -
r=68
2_ I _(r\" _ [\ 20 Werk eerst de x2 en de x> weg door met x® te vermenigvuldigen en los daarna op.
B =g dus B= (g) dusA=(g) 2000 - x~2 — 40000 - x =0
2000 - x-40000 = 2000(x-20) =0
15 Herschrijf de formule van B - r = 30 tot B = en vul deze in de tweede formule in. x=20
{B- r=30
_ 18547 5279
A= B +56,68+ r +90.8r Bereken algebraisch de waarde van a en b
B=% dus A=%+56,6-(%>+@+90,8r dus 21 {a—b=178
(T) a-0,36b =205
A= 18547 - <3Lo> +56,6 - <Q> + 5279 +90,8r = 1835047 490,87+ 1698 + 5279 a= b+ 178 invullen in a—-0,36b = 205 geeft b + 178 — 0,36b = 205
r r r r 0,64b = 27 dus b =2 = 42,1875 en a = 42,1875 + 178 = 220,1875
A= 2132071 - 69r77
22 3x+7 __a b
(x+2)(x+3) x+2 x+3
Bereken algebraisch de oplossing b
a 5+ 3= herschrijven tot één breuk door de noemers gelijk te maken
16 Het wortelteken kan alleen weggewerkt worden als het geisoleerd staat. Beide kanten X+ X+
kwadrateren. Wortels, dus controleer de antwoorden op de rekenmachine. alx+3) + blx+2) _ ax+bx+3a+2b _ (a+b)x+(3a+2b)
X+V8+x=4 (x+2)(x+3) ~ (x+3)x+2) = (x+2)(x+3) ~  (x+2)(x+3)

\V8+x =4 —x wortel isoleren

8+ x=(4-x)2=16-8x+ x> beide kanten kwadrateren
x?-9x+8=(x-1)(x-8)=0

x =1 klopt en x =8 vervalt controleren

Conclusie: x =1

36 ©ThiemeMeulenhoff

dusa+b=3en3a+2b=7
a=3-binvullenin3a+2b=7geeft 3(3-b) +2b=7dus 9-b=7
dusb=2ena=1
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Werk de haakjes weg en herleid zo ver mogelijk
(30-2x%)2=(30-2x%)(30 - 2x%) = 900 - 120 x° + 4 x°

a- (1 +ln>2—a- (1 —%)2 =a- <1 +%+#>—a- (1 —%+#) =4—:
11 000 - 0,9¢- (0,7 -0,5 - 0,9%) = 7700 - 0,97 - 5500 - 0,9%

0,007 (8G)%**® - (2L)%7%® = 0,007 - 8%4% . GO42% . 20725 | 0725 =

0,007 - 4 - G*#%5 . [ 725 = 0,028 - G%4?°. [ 0725 (it kan ook geschreven worden als
17 29

0,028 -G L% =0,028- NG7. [

Herschrijf tot de gevraagde vorm

69+ 2985 . _(69+285T) | 69142985 T 9/,0083T
. 3600 - L 3600
L - 3600
2_
29°-8g+16 3q+16=2q—8+16q“

3000 . (1 _l) _ 3000 _ 3000 _ 3000t 3000 _ 3000¢-3000

t t t tz_tz_tz_ 2

x_2.1/_2 2 2 2
m+x_x_1x 1X+X—1_X X

= = + =
1-x2 V1 - x2 Viex2 1-x2 \{1-x2
1-x2+x* _ 1
V1 -x? V1 - x?

Tox 4+ —X =V1—X'V1—X+ X _M-x, x _1-x+x__1

\/1—x \/1—x \/1—x_\/1—x \/1—x \/1—x _\/1—X
60v _ 60v | 2a _ 60v - 2a _ 120av
2 -2 - 2. -2
Mok Mok 2a vii2a k.9 Vo+2ak
2a 2a 2a

1
33 1000x =+1000 - ¥x =10 - x3

34

35

36

y =103 = 10° - 10% = 10° - (104)"

Gebruik kwadraat afsplitsen.
X2 +8x+15=x2+8x+16-1=(x+4)>-1

Gebruik kwadraat afsplitsen.

x-3x+ (13- (11 +12= (x=12)" = (3) +12= (x=11) - 2412 = (x=11) 4902
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Stangenvlinders

De twee dikgedrukte rechthoekige driehoeken doen denken aan de Stelling van
Pythagoras. Noteer Pythagoras twee keer, werk uit en ga na wat opvalt. Ga na hoe de
kwadraten uitgewerkt moeten worden. Let op plussen en minnen.

2 _ p2 1 1,2 2_p2, (1,1 2
10°=h +(?y—7x) en 18°=h +(2y+2x) dus

2 1 1,42 2 _aop_ (1,12
h _100—(5y—7x) = h* =324 (2y+2x)

2 _ 1y 1 V) 2 _ (2L V)
h_100—<4y 2xy+4x) h? =324 (4y+2xy+4x)

h?=100-1y24+ 1 xy—1x2

2 5 7 h2=324—%y2—%xy—%x2 dus

1. 2,1 1,2 _ At 1, 1,0
100 -y + 5 Xy -5 X" =324- 4y -5 xy—--x° geeft

Xy = 224 en dus geldt: y = %

Gebruik het gegeven y = 175 samen met het resultaat van de vorige opgave.

Omdat y=175en y= % geldt x=12,8

2 2
Dus h? = 100—(%y—%x) = 100-(%- 17,5-%- 12,8)" = 94,48

Conclusie: h=9,7

Landing

Er zijn twee mogelijke oplossingsmethoden.

eerste methode: differentiéren, gelijkstellen aan nul en x oplossen.
y=8-2,4-10"2-x2+1,6-107°- x®

y'=-48-10"° - x+4,8-10°. x> (=-0,0048x+0,000048 x?)
x-(-48-102+48-10°%-x)=0

x=00f4,8-10"% - x=4,8-1073

. 10-3
M =102 =100
4,8-107°

x=0of x=
tweede methode: differentiéren, x—coérdinaten invullen en laten zien dat er nul uitkomt.
y=8-2,4-1072-x2+1,6-1075- x®

y'=-48-102-x+4,8-107°- x?

y'(0)=0en y(100) =-4,8-102-100+4,8-107°- 1002 =-0,48+0,48 =0

Er wordt een algebraische manier gevraagd: laat bij x = 100 een korte berekening zien.

Je weet x = 500t en de hoogte y wordt gevraagd. Bewijs, dus de grafische rekenmachine
mag niet gebruikt worden.

Gegeven y=8-2,4-102-x2+1,6 - 107°- x® en x =500t dus
y=8-2,4-10"2-(5000?+ 1,6 - 107 - (5001)°

y=8-2,4-10"%-500%-t*+1,6 - 107°.500° - °

y =8 -600 - 2+ 2000 - 3

Let op: noteer ook de middelste regel.
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Het ligt voor de hand om eerst y” te bepalen. Let op: er wordt gesproken over ‘de absolute

waarde’. Houd hier bij het antwoord rekening mee.

y(t) = 8 -600 - t2+2000 - 3

y’(t) = =1200 - t+ 6000 -

y”(t) = -1200 +12000 - ¢t

y”(0) = -1200 +12000 - 0 = -1200 en y”(0,2) = —=1200 +12000
Conclusie: voor het interval [0; 0,2] neemt y” toe van —1200
lineaire formule, dus aan de voorwaarde is voldaan.

Let op: ‘absolute waarde, dus het berekenen van alleen de
maximale waarde is niet genoeg. Ga na waarom vermeld
moet worden dat y” een lineaire formule is.

Met behulp van een plot laat je gemakkelijk zien dat de

grafiek van y” tussen x = 0 en x = 0,2 voldoet aan de
voorwaarde dat de absolute waarde van y” niet groter

dan 1200 is.

Menselijk oog

Het gaat om twee keer het berekenen van a met b = 0,018, één

Examenbundel 2022 | 2023

-0,2=1200
tot 1200, en y” is een

1= =1Z00+1Z00050

H=0 =-izon

keer met S = 58 en één

keer met S = 63. Bereken, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan.

a+ 0,018 _

b8 = T,O‘]S levert a = 0,409
a+0,018 _

63 = 20018 levert a=0,134...

de gevraagde afstand ligt tussen de 0,134... en de 0,409...
dus in twee decimalen geldt 0,13 < a< 0,41 0of 0,14 <a<0,40
Geef duidelijk aan wat je in de grafische rekenmachine invoert.

Bereken, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan.

Er geldt a>0,15en b=0,017

vergelijking met a= 0,15 en b= 0,017 levert S = 65,49 is afgerond 65

a

0,017

a+b _ a+0,017 R 140

voor grote waarden van a nadert S = tot

Conclusie: 59 < S< 65

a-b~ a-0,017

0,017 0,017 58,82

De waarde S = 59 kan ook met de tabel van de grafische rekenmachine gevonden worden.

Geef duidelijk aan wat je in de grafische rekenmachine invoert.
schermen TI-84:

Flokl Flotz Flots
SYiECR+. 8170 (8.
B17H2

we=
N3s
why=
“We=
“ME=

40

# Y4
coon | SB.B2Y4
G000 | EB.BZY

EH.BZY

B EH.BEY

LT SH.B2Y4

1000 | EB.BE4

11000 | SB.B2Y4
#=2808
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Brandstofverbruik

Let op: v is de snelheid van het schip ten opzichte van het water.

snelheid .y, = 20 km/u ten opzichte van het water.

stroomsnelheid water = 8 km/u

snelheid schip stroomopwaarts ten opzichte van het land = 20 - 8 = 12 km/u

benod@detﬁdvoor42kmis%%4=&5uur
snelheid schip stroomafwaarts ten opzichte van het land is 20 + 8 = 28 km/u

benodigde tijd voor 42 km is % =1,5 uur

Conclusie: totale benodigde tijd heen en terug = 3,5 + 1,6 = 5 uur.

snelheid schip stroomopwaarts ten opzichte van het land is v-8
42

benodigde vaartijd T voor 42 km is dus uur

3
Gegevenis B= T-v3 dus B=-22_.\3-42v
v-38 v-38

Algebraisch, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is niet toegestaan.

UITWERKINGEN

“Minimaal” dus afgeleide = 0
B is een quotiéntfunctie dus gebruik quotiéntregel.

_ (v—=8)-126v*-42v®-1 _ 84v*-1008v2 _

B’ = =
(v-8)2 (v-8)2
84v®-1008v2=0 dus 84v%(v-12)=0 dus .
Hinirum
v=0ofv=12 welz 000003z Y=181i4Yy . . .

Conclusie: minimum voor v =12 (v =0 vervalt)
Ter controle maak je een plot van B (zie schermafbeelding)
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2 Functies (lineair-, machts-, wortel- en
gebroken functies)

Vierkant bij een grafiek

fi 1
De functie fis gegeven door f(x) = 18 fguur
W W)
Van vierkant ABCD liggen de hoekpunten A en B D ¢
op de x-as en het hoekpunt D op de grafiek van f.
Zie figuur 1.
De x-codrdinaten van A en B noemen we
respectievelijk aen b, met 0 < a < b. f
De codrdinaten van D zijn dan (a, %).
a
0A B X
Voor a = 1 ontstaat het vierkant met zijde 16.
Vis het deel van dit vierkant dat zich boven de grafiek bevindt.
Vlakdeel V wordt gewenteld om de x-as.
Bereken exact de inhoud van het bijpehorende omwentelingslichaam.
In figuur 2 zijn enkele mogelijke situaties voor vierkant ABCD getekend.
figuur 2
Y| Y| Y|
D C
D C b c
— — S
o| 4 B x o A B x o A B x
b=13,31 b=12,53 b=15,06

Bij de getekende situaties is de afstand van punt B tot de oorsprong aangegeven.
Deze afstand b hangt af van a, de x-codrdinaat van A. Als a vanaf 0 toeneemt, neemt
b eerst af en vervolgens weer toe. Er is dus een waarde van a waarvoor b minimaal
is.

2 Bereken exact de minimale waarde van b.
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De derde macht

De functie f wordt gegeven door f(x) = (x + 1)® — 1. In de figuur is de grafiek van f
weergegeven.

figuur

De functie g wordt gegeven door g(x) = Wx+1-1.

De functie g is de inverse functie van f.
Bewijs dat g inderdaad de inverse functie is van f.

De grafieken van f en g hebben gemeenschappelijke punten.
Bereken exact de codrdinaten van deze punten.

Het achtste deel

Op het domein [-9, 0] is de functie f gegeven door f(x) = vVx + 9.

In de figuur is de grafiek van f getekend en een lijn met vergelijking x = p met
-9<p<o0.

Het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en deze lijn is met grijs
aangegeven.

figuur
xX=p Yy
3_.
21
I 1
9 % 716 5 4 3 2 a1 0 i

De oppervlakte van het grijze gebied noemen we A. De waarde van A hangt af van
de waarde van p. Er geldt:

Ap)=5 (p+9)?

3
2 ¥

Bewijs dat A(p) = 3 (p +9)2.
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Er is een waarde van p waarvoor A(p) het achtste deel is van de oppervlakte van het
gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de y-as.

Bereken exact deze waarde van p.

Wortelfunctie

Op de grafiek van de functie f(x) = 2vx figuur
ligt een punt P met x-codrdinaat a (a # 0).
Vis het voetpunt van P op de y-as.

Q is het midden van lijnstuk OV.

Zie de figuur.

Bewijs dat de raaklijn in P aan de

grafiek van f door punt Q gaat.

y

Transformaties
Gegeven is de functie f(x) = 2 + x - |5 + 2x|
De grafiek van f wordt drie naar rechts verschoven en vervolgens vermenigvuldigd ten

opzichte van de y-as met een factor 2. Bepaal de vergelijking van de functie die zo
ontstaat en schrijf je antwoord zonder absoluutstrepen.

Gemiddelde snelheid

Van een bewegend object wordt de snelheid v (in m/sec) afthankelijk van de tijd ¢ (in
sec) op het tijdsinterval [0, 4] gegeven door de formule:

v(f) =8 — tt

Bereken de gemiddelde snelheid van het object op het tijdsinterval [0, 4].

Gelijke inhoud

Op de grafiek van y = \2x ligt een punt figuur
P(a, \2a), met a > 0. y
De rechthoek met hoekpunten O(0, 0)
m P

en P, waarvan twee zijden langs de assen
vallen, wordt door de grafiek verdeeld in w
de twee stukken V en W. Zie de figuur.

V wordt gewenteld om de x-as; W wordt
gewenteld om de y-as.

Bereken de exacte waarde van a waarvoor
deze omwentelingslichamen dezelfde inhoud
hebben.

44 ©ThiemeMeulenhoff
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Wortelfuncties

In de figuur zijn de grafieken getekend van de functies f en g gegeven door f(x) = \x
en g(x) = %\/7 Verder zijn de lijnen getekend met vergelijkingen x = a en x = 4, met

O<a<4.
figuur 1
x=a x=4
y
/
//
-
/
0 X

In figuur 1 zijn twee vlakdelen grijs gemaakt. Het ene grijze vlakdeel wordt begrensd
door de grafieken van fen g en de lijn met vergelijking x = a. Het andere grijze
vlakdeel wordt begrensd door de grafiek van g, de x-as en de lijnen met vergelijkingen
x=aenx=4.

Bereken exact voor welke waarde van a deze vlakdelen gelijke opperviakte hebben.

Gegeven is het punt A(2, 0). Bij elk punt P op de grafiek van f kan het midden van
lijnstuk AP worden bepaald. Dat midden noemen we M.

Verder is de functie h gegeven door h(x) = \%x— %

In figuur 2 zijn de grafieken van f en h getekend. Ook is voor een punt P het lijnstuk
AP met midden M getekend.

figuur 2
y
P
!
h M
o A X

Er geldt: voor elk punt P op de grafiek van fligt het punt M op de grafiek van h.
Bewijs dit.
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Asymptoot, raaklijn, oppervilakte

—-3x
x+2

Gegeven is de functie f(x) =

Herschrijf fin de vorm f(x) =

a
Zie figuur 1. x+2

figuur 1

In figuur 2 is rechthoek OABC getekend met A(5, 0) en C(0, —2). De raaklijn in O aan

de grafiek van f verdeelt rechthoek OABC in twee delen.
Bereken exact de verhouding van de oppervlaktes van deze twee delen.

figuur 2
s
ol
| L
|
‘ |
|
R
| L
|
‘ |
i |
N I A Pttt
N x
|
,,,,,,,,,, },, | | ———
TR Q
|
| 4
|
Pt
|
|
|
|
|
|
|

In figuur 2 is rechthoek OPQR getekend met R(0, —3) en P(b, 0) met b > 0.
De grafiek van f verdeelt de rechthoek in twee delen met gelijke oppervlakte.
Bereken b in twee decimalen nauwkeurig.

46 ©ThiemeMeulenhoff

+ b en bepaal de asymptoten van de grafiek van f.
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Asymptoot en knikpunt

4-|x-11-6

Gegeven is de functie f(x) = % _5

De functie f heeft een knikpunt, een perforatie en een horizontale asymptoot.
Bereken exact het knikpunt, de perforatie en de horizontale asymptoot.
Asymptoten, perforatie en linkertop

Voor elke waarde van a wordt de functie f, gegeven door:

f,(x) = % met x;t%a

De grafiek van f; heeft een verticale asymptoot en een scheve asymptoot.
De twee asymptoten snijden elkaar onder een hoek B met 3 in graden.

In de figuur is de grafiek van f; met de asymptoten en hoek 3 weergegeven.

figuur

Bereken algebraisch de waarde van B.

Er zijn waarden van a, zoals a = 5 (zie figuur), waarvoor de grafiek van f, twee toppen
heeft. De top met de kleinste x-coérdinaat noemen we de linkertop. Er is een waarde

van a waarvoor de linkertop op de y-as ligt.
Bereken exact voor welke waarde van a de linkertop op de y-as ligt.

Er zijn twee waarden van a waarvoor de grafiek van £, een lijn met een perforatie is.

Bereken exact, voor de grootste van die twee waarden van a, de codrdinaten van de

perforatie.
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Gelijke opperviakte

Gegeven is de functie f(x) = 3 — <+ Zie de figuur.
figuur
a0
Pl
|
|
|
,,,,,,,,,,,, 'k o
Py —
N’
:::::::70 :1:::::1.,:::::)C
|
|
|
|
|
|
|
|
|

In de figuur is rechthoek OPQR getekend met R(0, 3) en P(b, 0) met b > 0.

De grafiek van f verdeelt de rechthoek in twee delen met gelijke oppervlakte.

Bereken b in twee decimalen nauwkeurig.

Verzameling toppen

Voor elke waarde van a wordt in het figuur
Oxy-vlak een kromme gegeven met

vergelijking y = x° + ax?.

In de figuur zijn de krommen getekend
voora=%1,+2, 3.

Elk van deze krommen, uitgezonderd de
kromme voor a = 0, heeft twee toppen.

Al deze toppen vormen zelf ook weer een

[N

kromme.

Leid een vergelijking af voor deze kromme.

o &» A N o N B o ®
- -

Limietpunt

Voor ¢ > 0 is de functie f, gegeven door:

__ 1
fo) = 5=y + 1

Bewijs dat voor elke waarde van c¢ de functie f, de inverse is van zichzelf.
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Punt S is het punt met coodrdinaten (1, 1).
In figuur 1 is voor een waarde van c de grafiek van f, weergegeven.

figuur 1

y

“S(1,1)
Je

o \ x

De grafiek van f, is puntsymmetrisch ten opzichte van S als voor elke waarde van p
geldt:

f(1+p)+f(1-p) _

=

Bewijs met behulp van deze formule dat voor elke waarde van c de grafiek van f,
puntsymmetrisch is ten opzichte van S.

Lijn k is de lijn met vergelijking y = x. Lijn k snijdt de grafiek van f, in twee punten.
Punt A is het linker snijpunt.
In figuur 2 is de situatie van figuur 1 uitgebreid met A en k.

figuur 2
y
k
S(1,1)
A
9] \ x
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Als ¢ groter wordt, verschuift A over lijn k, waarbij zowel de x-codrdinaat als de
y-coordinaat van A toenemen.
Als ¢ onbegrensd toeneemt, naderen zowel de x-codrdinaat als de y-codrdinaat van A

tot een limietwaarde. Het punt A nadert daarom tot een vast punt: het limietpunt van A.

Druk de codrdinaten van A uit in ¢ en bewijs met behulp van deze codérdinaten dat S
het limietpunt is van A.

Tussen twee grafieken
De functie fis gegeven door f(x) = V1 — x.

In figuur 1 zijn op het interval [0, 1] figuur 1
de grafiek van f en de lijn y
y = x getekend. 1
De grafiek van fen de lijn y = x

snijden elkaar in het punt T. / y=x
Op de lijn y = x ligt tussen
0O(0, 0) en T een punt P(p, p). r
De lijn y = p snijdt de grafiek
van fin het punt Q.

0 P 1 x

De rechthoek waarvan PQ een zijde is en waarvan de tegenoverliggende zijde op de
x-as ligt, is in figuur 1 voor een waarde van p grijs gemaakt.

De x-codrdinaat van Qis 1 — p?.
Bewijs dit.

Er is een waarde van p waarvoor de oppervlakte van de rechthoek maximaal is.
Bereken exact deze waarde van p.

Het gebied V wordt begrensd figuur 2

door de grafiek van f, de y-as, y

de lijn y = x en de lijn x = 7. 1

Zie figuur 2. S y=x

Bereken exact de inhoud van
het omwentelingslichaam dat
ontstaat wanneer V om de x-as r
wordt gewenteld.
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Verticale en horizontale verbindingslijnstukken

De functies f en g zijn gegeven door f(x) = % en g(x) = % met x>0 .

De grafieken van f en g snijden elkaar in het punt (1, 1).

Voor a > 1 bekijken we bij x = a het figuur 1
verticale verbindingslijnstuk tussen de ¥y
grafieken van fen g. Zie figuur 1.

Bereken op algebraische wijze de

exacte waarden van a waarvoor de

lengte van het verticale verbindings-

- 1.
lijnstuk 4 is.

Voor b > 1 bekijken we bij y = b het figuur 2
horizontale verbindingslijnstuk tussen
de grafieken van fen g. Zie figuur 2.
De x-codrdinaten van de eindpunten

van dit verbindingslijnstuk zijn
1

respectievelijk % en —. -
\b

Voor een zekere waarde van b is de

lengte van dit lijnstuk maximaal.

Bereken met behulp van differentiéren
de maximale lengte van het horizontale
verbindingslijnstuk.
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Een regenton

Op het domein [0, 1] is de functie r gegeven door r(x) = 11—0\l5 + 15x — 15x2.

W is het vlakdeel dat wordt ingesloten door de x-as, de y-as, de grafiek van r en
de lijn x = h, met 0 < h < 1. Zie de figuur.

figuur
y 'x=h
r i
T
]
I
w ]
]
I
]
1 t
0 1~

Voor het volume V van het omwentelingslichaam dat ontstaat door vlakdeel W om de
x-as te wentelen, geldt:

T
V= 20 (2h + 3h? — 2h%)
Bewijs dat deze formule voor V juist is.

Als de grafiek van r om de x-as
gewenteld wordt, ontstaat een
figuur die lijkt op een regenton.
Voor x, h en r nemen we de meter
als eenheid, zodat de ton 1 meter
hoog is.

Vis dus het volume van het water
in de ton als het water h meter
hoog staat.

Bereken de waterhoogte in de ton
als deze voor drie vierde deel is
gevuld. Rond je antwoord af op
een geheel aantal cm.
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Acht keer zo groot

Voor p > 0 is de functie f, gegeven door f, (x) = 3px* — x°.
De grafiek van f, raakt de x-as in het punt O(0, 0) en snijdt deze in het punt A(3p, 0).
Verder heeft de grafiek van f, een buigpunt B( p, 2p%) .

Vis het gebied dat wordt ingesloten door de figuur 1
grafiek van f, en de x-as. De verticale lijn door

het buigpunt verdeelt V in twee delen. y
In figuur 1 is deze situatie weergegeven.

De oppervlakte van het linkerdeel is %p“.

N

Bewijs dat de oppervlakte van het rechterdeel
acht keer zo groot is als de oppervlakte van het
linkerdeel.

5

Er is een waarde van p waarvoor geldt:
de lijnstukken BO en AO zijn even lang.
Bereken exact deze waarde van p.

De buigraaklijn in B snijdt de x-as in punt C. figuur 2
In figuur 2 is deze situatie weergegeven.
Bewijs dat de lengte van CA voor elke waarde
van p > 0 acht keer zo groot is als de lengte
van OC. A

y
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Kromme van middens

Gegeven is de functie f(x) = Vx.
De lijn y = 2 snijdt de grafiek van fin punt
A en de y-as in punt B. Zie figuur 1.
V is het gebied dat wordt ingesloten door
de grafiek van f, de y-as en de lijn y = 2.
In figuur 1 is V grijs gemaakt.

35 Bereken de opperviakte van V.

We bekijken het horizontale
verbindingslijnstuk tussen een punt (0, q)
en de grafiek van f, met 0 < g < 2.
M is het midden van dit lijnstuk.
In figuur 2 is dit voor een waarde van q
getekend. Hierin is ook de kromme
y = \2x getekend.

36 Bewijs dat M op de grafiek van
y =2 ligt.

Examenbundel 2022 | 2023

figuur 1
y

W is het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van y = v2x, de y-as en de lijn

y=2.

We wentelen de gebieden V en W beide om de y-as. 39
De inhoud van het omwentelingslichaam van V is gelijk aan 5 T De inhoud van het
omwentelingslichaam van W is een percentage hiervan.

37 Bereken dit percentage exact.
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Zwaartepunt

2 Functies

De codrdinaten van het zwaartepunt van een viakdeel kun je met de formule hier-

onder berekenen.

Van vlakdeel Vis Z het zwaartepunt.
De codrdinaten van Z zijn x; en y,.
Er geldt:

q
- 1 [y
Xz = opperviakte van V lx h(x)dx
Hierbij is h(x) de bij x behorende hoogte
van V, voor p<x<q.
De berekening van y, verloopt op een
soortgelijke manier.

y-as

[
o
N
Q- S
X
)
7]

De vlakdelen in deze opgave zijn symmetrisch in de lijn y = x. Dus geldt y, = x,.

De hoekpunten van driehoek OAB zijn
0O(0, 0), A(3, 0) en B(0, 3). Zie figuur 1.

Bewijs met de formule in het kader dat
het zwaartepunt van driehoek OAB het
punt (1, 1) is.

Het vlakdeel OAPQB in figuur 2 wordt
begrensd door de x-as, de y-as,
delijn x=3,delijny=3en

de hyperbool y = 3

X"

Bereken exact de x-coordinaat van het
zwaartepunt van dit viakdeel.
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Onafhankelijk van n
De grafieken van de functies y = % x% en y = x sluiten een gebied G in. Door dit
gebied G te wentelen om de x-as ontstaat een omwentelingslichaam.

40 Bereken de exacte waarde van de inhoud van dit omwentelingslichaam.

Voor n=1, 2, 3, ... bekijken we het vierkant OQ,P,R,, waarvan twee zijden langs de
codrdinaatassen vallen en waarvan het punt P,(n, n) een hoekpunt is.

De grafiek van de functie y = %xz gaat door O en door P,. In figuur 1 is dit voor n = 1,
n=2,n=3enn=4 getekend.

figuur 1

R, Py

Ry / Ps
R, /Pz

Ry

o) o o 0 qF

De richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van y = %xz in het punt P, is
onafhankelijk van n.
41 Bewijs dit.

De grafiek van y = %xz verdeelt het vierkant OQ,P,R, in twee stukken V en W.
Zie figuur 2.

figuur 2
y
R, P,
v
w
o Q, *

De verhouding van de oppervlakten van V en W is onafhankelijk van n.
42 Bewijs dit.
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Hints bij hoofdstuk 2

b
Vierkant, dus AD = AB. Inhoud, dus maak gebruik van /= nj'( y?) dx.

Druk b uit in a. Minimaal, dus bereken b’ = 0.

Inverse dus bewijs f(f"(x)) = x of maak gebruik van spiegelen in de lijn y = x, dus
verwissel de x en y en herschrijf tot y = ...

fen g zijn elkaars inverse functie, dus de snijpunten liggen op de lijn y = x .
Oppervlakte, bepaal dus de primitieve van f.

Bereken eerst de gehele oppervlakte in het interval. Bedenk welke vergelijking
opgelost moet worden.

Bepaal eerst de vergelijking van de raaklijn aan fdoor (a, 2/a). Bedenk dat V, = 2\a
Drie naar rechts, dus vervang elke x door x -3,

vermenigvuldig ten opzichte van de y-as met 2, dus vervang elke x door %x.

Gemiddelde snelheid = totale afgelegde weg : totale tijd. Bedenk dat de totale
afgelegde weg te berekenen is met een integraal.

Welke twee inhouden moeten berekend worden?
Formule voor wenteling om de y-as is TcJ'yzdx

Bereken eerst de waarden van beide oppervlakten apart. Welke vergelijking moet
opgelost worden?

M is het midden van lijnstuk AP. Gebruik dit om de co6rdinaten van M in x, uit te
drukken.

Verticale asymptoot als noemer = 0 en teller # 0. Horizontale asymptoot: onderzoek
X — o

Bepaal eerst de vergelijking van de raaklijn y = ax + b in (0, 0). Bedenk dat het hier
gaat om de oppervlakte van een driehoek en een rechthoek.

Druk de oppervlakte van de rechthoek uit in b. Schrijf de oppervlakte onder de
grafiek als integraal en bedenk wat de uitkomst van deze integraal moet worden.
Bereken, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan.

Schrijf de functie eerst zonder absoluutstrepen. Perforatie als teller = 0 en noemer = 0.

Bepaal eerst de scheve asymptoot. Herschrijf de formule van fin de vorm
G
2x-5"

Top, dus f'(x) = 0 en top op de y-as, dus x = 0.

f(x) = ax+ b+

Perforatie als teller = 0 en noemer = 0.

Druk de oppervlakte van de rechthoek uit in b. Schrijf de oppervlakte onder de
grafiek als integraal en bedenk wat de uitkomst van deze integraal moet worden.
Bereken, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan.

Druk de x-codrdinaat en de y-codrdinaat van de toppen uit in a en zoek daarna een
verband tussen die twee.

Inverse dus bewijs f(f"(x)) = x of maak gebruik van spiegelen in de lijn y = x, dus
verwissel de x en y en herschrijf tot y = ...

Bereken eerst f,(1+ p) en f,(1 - p).

Druk eerst x in c uit.
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Ga na dat voor Qgeldt y=p
Maximaal, dus afgeleide gelijk stellen aan 0
Verdeel het gebied onder de grafiek van fin twee delen.

Welke formule hoort bij de lengte van een verticaal verbindingslijnstuk? Maak een
vergelijking en los deze algebraisch op.

Ga na wat de lengte van het lijnstuk is. Maak een vergelijking en los op.

h
Voor een omwentelingslichaam geldt inhoud =7 - j( f(x))? dx

0
Bereken eerst de totale inhoud van de ton. Ga na welke vergelijking opgelost moet
worden.
Bepaal met een integraal de rechter oppervlakte. Gebruik als grenzen p en 3p.
Bepaal de lengte van BO met behulp van Pythagoras.

Stel met behulp van f/(x) de vergelijking van de buigraaklijn op om de
x-coordinaat van C te berekenen.

Schrijf de oppervlakte als integraal. Bereken, dus het gebruik van de grafische
rekenmachine is toegestaan.

Druk de codrdinaten van punt M uit in g.

De gebieden worden om de y-as gewenteld. Exact, dus het gebruik van de
grafische rekenzmachine is niet toegestaan.

Inhoud W=r- [x*dy
0
Maak gebruik van de gegeven formule.

Verdeel de oppervlakte in twee handige stukken. Bereken voor elke stuk de
oppervlakte en jx- f(x)dx

Exact, dus bereken algebraisch. Bereken eerst de snijpunten en daarna de inhoud
met behulp van primitiveren.

Gevraagd wordt naar de richtingscoéfficiént in het punt met x = n, dus naar y(n)

Grenzen bepalen, oppervlakte V bepalen en oppervlakte W bepalen.
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 2

Vierkant bij een grafiek

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
b

Analyse: inhoud dus denk aan | = nj( y?) dx en bepaal de grenzen. Vierkant, dus AB = AD
a

eerste methode:
a=1dus D(1, 16) en lengte zijde AD = 16 en 1,16)
lengte AB =16 dus A(1, 0) en B(17, 0)

17

Inhoud =nj<162 < ) >dx=nj(256-@)dx

1

256

Primitieve van 256 — is 256x— 256 In(x) dus

Inhoud= 7 [256x — 256 In(x)] 7 =m-(4096 - (256 In(17) - 256 In(1))
Conclusie: inhoud = - (4096 — 256( In17))

tweede methode:
a =1 dus lengte zijde AD = 16 en lengte AB = 16 dus A(1, 0) en B(17, 0)

17

Inhoud:nj’l dx - n_|'<\1/§>dx nj256dx nj<256)dx
1 X 1

Primitieve van 256 is 256x en de primitieve van =— 56 is 256 In(x) dus:
Inhoud=7[256x]]” — & [256 In(x)]}” = = - (4096 — (256 In(17) — 256 In(1))
Conclusie: inhoud =7 - (4096 — 256( In17))

2

derde methode:
Inhoud cilinder=nr?-h =n-162-16 =n-256 (wenteling lijn y = 16 om de x-as van
=1 tot en met x=17)

16 'l (256
Inhoud omwentelingslichaam onder f== J ( \/_) dx=m j (T) dx
X 1

Primitieve van @ is 256 In(x) dus:

Inhoud omwentellngsllchaam onder f=7[256 In(x)]{” = - (256 In(17) — 256 In(1))
Conclusie: inhoud =1 - (4096 — 256( In17))

17 2
Let op: inhoud is niet te berekenen met nt _[ <16 - ﬁ) dx
1

x

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: ABCD is een vierkant dus AB = AD = f(a)

D(a, ﬁ) is gegeven

Va
16

b=0OA+AB=0A+AD=a+fla)=a+—=a+16-a K
Va

3
bis minimaalals b’=1-8-a2=0
=1 1% -3‘% 2
dusaz=§dusa=(§> =(23)3=22=4

_1
Conclusie: a =4 en b=4+16-42=4+16-%=12
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De derde macht

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: inverse, dus x en y verwisselen en herschrijven tot y = ... of bewijzen dat f(f™(x)) = x.

eerste methode met behulp van verwisselen van x en y:

f(x) = (x+1)®—1 dus voor inverse geldt x = (y+1)° -1

Herschrijven tot y = .... levert: x= (y+1)® -1 dus x+ 1 = (y+1)%dus
Wx+1-1=y=glx

Conclusie: de inverse van f(x) = (x+1)3-1is g(x) =x+1-1

tweede methode met behulp f(f™(x)) = x:

Er moet dan gelden f(g(x)) = x (of g(f(x)) = x)

f(x) = (x+1)3=1en g(x) =Vx+1 - 1 dus

flgh)) = (TxaT <141 —1=(Fx*T) —1=x+1-1=x

Conclusie: f(g(x)) = x dus de inverse van f(x) = (x+1)3=1is g(x) =Vx+1 - 1

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode:

Analyse: f(x) en g(x) zijn elkaars inverse dus gemeenschappelijke punten liggen op de lijn

x = y. Gebruik het resultaat van de opgave hierboven.

Voor de gemeenschappelijke punten moet gelden (x+1)3-1=x
Dus (x+1)®=x+1(A*= A, dangeldt A2.A=1-Adus A2=1vA=0)
Dus x+1=10fx+1=-1Tof x+1=0

Dus x=0met y=0 of x=-2 met y=-2 of x=-1 met y=-1
Conclusie: gemeenschappelijke punten zijn (0, 0), (-1, -1) en (-2, -2)

tweede methode:

Analyse: gemeenschappelijke punten dus f(x) = g(x) oplossen.

Voor de gemeenschappelijke punten r1noet gelden ()8(+ 103-1=Vx+1-1
1

Dus (x+1)3=Vx+1 = (x+1)° (A%®= A3, dan geldt A®=1of A=0)
8
dus (x+1)*=10of x+1=0dus

(x+1)8=1=10fx+1=0

dusx+1=10fx+1=-1T0ofx+1=0

X+ 1=1dus x=0 met y=0 of

x+1=-1dus x=-2 met y=-2 of

X+1=0 dus x=-1met y=-1

Conclusie: gemeenschappelijke punten zijn (0, 0), (-1, -1) en (-2, -2)

derde methode:

Analyse: gemeenschappelijke punten dus f(x) = g(x) oplossen.

Voor de gemeenschappelijke1 punten moet gelden (x+1)3=1=Vx+1 -1
Dus (x+1)3=Vx+1 = (x+1)3dus (x+1)? = x+ 1

(x+1)°=(x+1)=0dus (x+1)((x+1)8=1)=0

Dus x+1=0o0f (x+1)8=1

Dus x=-1of x+1=1o0of x+1=-1

Dus x=-1 of x=0 of x=-2

Dus x=-1Tmety=-1Tof x=0met y=0of x=-2 met y=-2

Conclusie: gemeenschappelijke punten zijn (0, 0), (-1, -1) en (-2, -2)
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Het achtste deel

Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: oppervlakte dus primitieve van f bepalen.

Primitieve van f(x) = Vx+9 = (x+ 9)% is F(x) = %(x+ 9)

3
2

Oppervlakte gebied A =

P P . ,
_J;\/x+9 dx = [%(x+ 9)5]_9 - (%(p+9)5)_ (%(_9+9)2> =%(p+9)
Conclusie: A(p) = %(p+ 9)?

3
2

UITWERKINGEN

Opmerking: een formule voor de oppervlakte is gegeven. Deze formule kan in de volgende

opgave(n) gebruikt worden.

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: bereken eerst de gehele opperviakte op het interval [-9, 0]. Noteer de vergelijking

die opgelost moet worden.

Oppervlakte A(p) met p=0is A(0) = %(0 +9)

3
2

—2.403-2.97 =
=2 \/9—_3 27 =18

Oppervlakte van het grijze gebied is dus %- 18 = 2%
Opgelost moet worden: A(p) = % (b+ 9)% = 2% = %
(p+9)7=2-3 dus (p+9): =2
pro=(§) -{3) - Tar=5-2

Conclusie: p = 2%— 9= —6%

Wortelfunctie

Van de situatie is bekend: functie f(x) = 2\x met xp = a, puntV met y = 2+a, punt Q ligt

op de y-as met y = \x en Q moet op de raaklijn aan de grafiek van f door P liggen.
Aanpak: vergelijking van de raaklijn opstellen en coérdinaten van Q invullen.

1 1
f(x) = 2x2 dus f(x) = x 2 en f'(a) = —— = richtingscoéfficiént raaklijn dus

Va

vergelijking van de raaklijn: y = A x+b

Va

b bepalen met codrdinaten raakpunt P (a, 2+a):

2-f=i-a+ben omdati-a=\/§geldt:
Va Va
b=+a

Conclusie: raaklijn aan de grafiek van f: y = - x++a gaat door Q(0, \a).

a1
Va
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Transformaties

Drie naar rechts, dus vervang elke x door x — 3,

vermenigvuldig ten opzichte van de y-as met 2, dus vervang elke x door%x.

f(x) = 2+ x- 15+ 2x| 3 naar rechts verschuiven geeft

fix)=2+(x=3) - |5+2(x=3)=2+(x-3) - [2x-1]

f(x) =2+ (x-3) -12x- 1] vermenigvuldigen ten opzichte van de y-as met 2 geeft

fx) =2+ ((5x) =3) 2+ (3x) 1| =2+ (Fx=3) - 1x=1
Ix-1=x-1voorx=>1 en Ix-1=—-(x-1)voor x<1 dus

voor x > 1 geldt: f(x) = 2+(%x—3) Cx=11= 2+(%x—3) “(x=1) =%x2—3%x+5
en
voor x< 1 geldt:

f(x)=2+(%x—3) -Ix—1|=2+(%x—3) -—(x—1)=2+—(%x—3) “(x=1)
1

—_1,2,.31,_
= 2X+32X 1

Gemiddelde snelheid

Gevraagd wordt naar de gemiddelde snelheid. Het probleem zit in het goed vertalen van
de vraag.

‘De gemiddelde snelheid’ betekent: de totale afgelegde weg s gedeeld door de gebruikte
tijd t. Die tijd is 4 seconden. De totale afgelegde weg s is gelijk aan de opperviakte van het
gebied onder de gegeven functie v(t).

afgelegde afstand g
t 2 2" 2
s=[(8-t\t) dt= [St—gtz] =32-5-32=19,2 v(t)
0 0
19,2 meter wordt afgelegd in 4 seconden.
Conclusie: gemiddelde snelheid = M = B2 4,8 m/sec
tijd 4 4 t

Gelijke inhoud

Er wordt naar de inhoud van twee omwentelingslichamen gevraagd.

V wordt om de x-as gewenteld, W wordt om de y-as gewenteld.

Start om de inhoud van het omwentelingslichaam van V te berekenen met nt J y? dx
en start om de inhoud van het omwentelingslichaam van W te berekenen met nt j X dy.

lichaam V:
Iv=nj(\/§)2 dx = EJZX dx = n[xz]; =n-a?
0

0
lichaam W:

omdat y = V2x geldt x = %yz en de bovengrens is \2a

b=r [ (1) av=n [t av=al v
0 0

Er moet gelden: inhoud V = inhoud W, dus & - a%= %n - a%\2a dus 5=+2a

\2a
R P T =1 .52
. =55 " 4a 2a—5n a‘\2a

Conclusie: a = 12%
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Wortelfuncties

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: geef de twee oppervlakten een naam, bijvoorbeeld gebied linksboven A en
gebied rechtsonder B. Noteer de vergelijking die opgelost moet worden.
Oppervlakte gebied A = Oppervlakte gebied B

Opperviakte gebied A = [(f(x) - g(x)) dx = T(v—-%\/}) dx= T(%\/} ) dx =
0 0 0

(4 o= 3] =t orfovs
>x2)dx=|zx?| =za?ofzaVa
02 3 o 3 3

Oppervlakte gebied B =

T(())d T(W_)d T<1 %)d BPI] RE UU R B S B S e
glx) dx=[(5Vx) dx=[(5x x=[—-—x] =[—x] =--4?-~-a2=S—-~-a
) N2 I\2 237, 737,73 3 373

3 3
Oppervlakte gebied A = Oppervlakte gebied B dus %af = g—%- a?

3
2

=8dus a?=4dus a’®=16 dus a=+16
2
3

2 2
)’ = 4% dus a = 4° =47 =376)

Conclusie: a =\3/16

Opmerking: vergeet de haakjes in de integraal niet.

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: maak een schets met daarin de codérdinaten van de punten M en P Maak een

duidelijk onderscheid tussen x, en yp op de grafiek van f en ook tussen x,, en y,, op de

grafiek van h.

A(2, 0) en Pligt op de grafiek van fdus Pis(xp, \/7P> en M ligt in het midden van Aen P.

eerste methode druk y,, uit in x,:

2+ Xp P
2 2

yu ligt halverwege y = 0 en y, = /x, dus y,, = %\/X_P

Xp = lx,,+1

Xy, ligt halverwege x =2 en x = x, dus x;,= 3

Xy = %XP+1 dus geldt xp = 2x,,— 2. Dit invullen in y,, = %\/X_P geeft
yM=%\[2xM— =\/%-(2XM—2) =\/%XM—%en h(x)=\%x—%

Conclusie: M ligt op de grafiek van h.

tweede methode vul y,, en x,, in de formule van h(x) in:

- 2+ Xp 1 1
Xy ligt halverwege x =2 en x= x, dus x,,= 5 = 1+3Xe= Xp+ 1
yu ligt halverwege y=0en y, = \/XTD dus y,, = %\/XTD
. : _. 1 1 _ i 1
invullen in hix) =\3 x - 5 geeft y/xo = |5 (Gxo+ 1) - 5 dus
1 1 1_1 1
5\/X-P=VZXP+E'§ = 2%
2% = % xo dit klopt
Conclusie: M ligt op de grafiek van h.
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Asymptoot, raaklijn, opperviakte Asymptoot en knikpunt
13 \Verticale asymptoot als noemer = 0 en teller # 0. Horizontale asymptoot: onderzoek x — « 16 Schrijf de functie eerst zonder absoluutstrepen.
> - = X- - = —(X— i
Cax  —3(x+2) 46  —3(x+2) 6 6 6 voor x> 1 geldt Ix—1l=x-1 en voor x< 1 geldt Ix-1I (x—=1) dus knikpunt
f(x) = = = + =-3+ = -3 (1, /(1)) =(1,2)
X+ 2 X+ 2 X+2 X+ 2 X+2 x+2

4-1x-1-6 _4-(x-1)-6 _4x-4-6 _ 4x—-10

voor x > 1 geldt: f(x) = ox_5 = 2x—F = E " ox 5

Verticale asymptoot is x = -2

6 7 3 =0-3=-3, dus horizontale asymptoot is y = -3 = 2-(2x-5)

=2 voor x# 24
X X 4 2x-5 2

ie (21
14 De raaklijn verdeelt het gebied in twee stukken. Bepaal eerst de vergelijking van de dus perforatie (2 2’ 2)

raaklijn. en

6 1 , - -6 . 4-1x-11-6 _4-—(x-1)-6 _ —4x+4-6 _ —-4x-2
f(x) =——-3= 2)7" - f'(x) = - 2)7*= 1 Idt: f(x) = = = =
(x) <+ 32 3=6(x+2)"'-3dus f'(x) = -6(x+2) X127 voor x < 1 geldt: f(x) 2% 5 2% 5 Y 25
f(0) = - 1% dus de vergelijking van de raaklijn door (0, 0) is: y = -1 %x onderzoek horizontale asymptoot voor x — —co
Het snijpunt van deze raaklijn en de horizontale lijn y=-2 is (i, -2) eerste manier: _4x 2 42

: 1.4 5_4 . o —Ax—=2 _ X X _ o x _ —4+0 _
oppervlakte van driehoek OCS is 5= 2= 3 . )(ILr'pmf(x) _Jme 2x— B ‘XI'JIL 2% 5 _)!me ;5 =220 - 2
oppervlakte rechthoek OABCis 52 =10 : A . X X x
[0 ! tweede manier:
i i 4_g2 1 _2.(2x—-5) — _2.(2x—
oppervlakte vierhoek OSBA is 10-3=83 | lim fx) = lim —4x=2 _ |im 2-(2x-5) =12 _ Iim( 2:(2x-5) L_=12 >
: X—=e X2 2X—=5 x5 2x-5 X—=e 2x-5 2x-5
Conclusie: verhouding is 2.82 of2:13 [ ‘
83 * S\ B = lim (<2452 ) =-240=-2
X—=eo 2x-5

15 Let op: een opperviakte is altijd positief en Conclusie: knikpunt is (1, 2), perforatie is (2%, 2) en horizontale asymptoot links is

y=-2.
De grafiek rechts van x = 1 bestaat uit een horizontale lijn op hoogte y = 2 met een

b

de uitkomst van Jf(x) dx is negatief (want oppervlakte ligt onder de x-as)
0

Oppervlakte van rechthoek OPQR is 3b perforatie (2%, 2).

De grafiek van fverdeelt de rechthoek in twee delen met gelijke oppervlakte.

3 .
Elk deel heeft een oppervlakte van 2 b, dus moet gelden: Asymptoten, perforatie en linkertop

b b
iek = — -3 =_3

oppervlakte onder de grafiek = if(x) dx = 2 b dus if(x) dx 2 b 17 Bereken algebraisch, dus grafische deel van de rekenmachine mag niet gebruikt worden.

b b : -

_[f(X) dx = J( 6 5 - 3> dx = [6 Injx + 2| - 3X]§ _ Benaderingen zijn wel toefeitaag. ,

0 oM X+ Analyse: a = 5 dus f(x) = % Welke methode is er om scheve asymptoten te

[6n(x +2) - 3|7 = 6In(b +2) - 3b - 6In(2) =— 3 b bepalen? x-

Omdat x + 2 positief is, geldt: 6In|x + 2| = 6In(x + 2) _ 4x>-10x+4 _ 2x-(2x-5)+4 _ 4 N

Het antwoord mag gegeven worden in twee decimalen nauwkeurig. flx = 2x-5 B 2x-5 = 2x 2x-5 dus de scheve asymptoot is y = 2x

De vergelijking oplossen met de grafische rekenmachine

voer in: y; = 6In(x + 2) - 3x-6In(2) en y,=-1,bx

los op: y, =y, (gebruik bijvoorbeeld de tabel, de grafiek met intersect of de solver)
Conclusie: b= 5,03

eerste methode met de hellingshoek:
Voor de hellingshoek o met de positieve x-as geldt: o = tan™"(2) = 63,4°
Conclusie: B = 26,6°

tweede methode met vectoren:

De richtingsvector van de verticale asymptoot is (?)

De richtingsvector van de scheve asymptoot y = 2x is (;)

Voor hoek B tussen de vectoren geldt: cos(f) = = =<

Conclusie: B = 26,6°
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: top, dus f'(x) = 0 en “op de y-as, dus x = 0

(8x—10)(2x—a) — (4x*-10x+4) - 2

2
flx) = AX=10x+4 406 F(x) =

2x-a (2x - a)?
Omdat x=0 en f(x)=0geldt-10--a-4-2=0dus 10-a-8=0
Conclusie: a = %

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: perforatie, dus teller en noemer gelijk stellen aan 0. De waarden van a bepalen.
4x?-10x+4=0 en 2x-a=0

2x—a=0dusx=%ainvullen in4x?-10x+4 =0 geeft a2-5a+4=0 dusa=4

ofa=1
_ . _ 4x*-10x+4
Als a = 4 geldt: f(x) = B T

x-coordinaat perforatie: 2x -4 =0 dus x=2
y-coordinaat perforatie bepalen door f(x) te herschrijven.

2 _4q) - Z1-(2x—
X—10x+4=2X(2X 4) 2X+4=2 Lo2x+4 _, 1-(2x-4)

4
f =
x) 2x-4 2x-4 2x—4 2x—4

Dus f(x) = 2x — 1 mits x # 2. Dus y-codrdinaat perforatie is y =3
Conclusie: codrdinaten perforatie zijn dus x=2en y=3
Opmerking: de grafiek van f is voor a = 4 de rechte lijn y = 2x — 1 met een perforatie in (2, 3)

Gelijke opperviakte

De oppervlakte van de rechthoek OPQR is 3b. De grafiek van f verdeelt de rechthoek in
twee delen met gelijke oppervlakte. Er moet dus gelden:

b b 3
2-J'f(x) dx=3b of jf(x) dx=b
0 0

De primitieve van f(x) is 3x- 3 Inlx+ 1l en omdat x + 1 positief is geldt:
Inlx+ 1l =In(x+1) en dus

b
Jf(x) dx = [3x-3In(x+ 1)]:)7 =3b-3In(b+1) =%b
0

-1
In(b+1)_2b —

Verder oplossen met grafische rekenmachine met de grafiek,
de tabel of de solver: voer bijv. de functie
y; =In(x + 1) eny, = 0,5x in en bepaal met behulp van

intersect het snijpunt. ReiEishesn veLzEuIiz
Conclusie: b= 2,51
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Verzameling toppen

De codrdinaten van de toppen zijn afhankelijk van de waarde van a. Druk de x-coérdinaat
en de y-codrdinaat van de toppen uit in a en zoek daarna een verband tussen die twee.
Voor elk van de toppen geldt f(x) = 0 dus 3x*> + 2ax =0

dus x(3x + 2a) = 0 dus x=0ofx=-2a

3
Omdat x = —%a geldt ook a = —%x
substitueer a = —%x in y=x%+ ax? geeft
_y3,.3,.,2_,3_3 . 3__1.3
y=xC4-gx Xt =X -5 = - x

Conclusie: de toppen liggen dus op de kromme met

IS
ra

vergelijking y = —%x3

~

1
wINE = =
Q

Limietpunt

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: inverse, dus x en y verwisselen en herschrijven tot y = ... of bewijzen dat f(f'"™(x)) = x
eerste methode met behulp van verwisselen van x en y:

1 1

f(x) = e +1 dus voor inverse geldt x = v +1
. 1 1
Herschrijven tot y = .... levert: +1=xdus ———=x-1dus
! v cly-1) cly-1)
1 _ _ 1 _ v
g =c(y-1) dus 1) y-1
. . 1 . 1 _
Conclusie: de inverse van f,(x) = FrED +1is FrE +1=y
tweede methode met behulp f(f ™ (x)) = x:
Er moet dan gelden f(g(x)) = x
_ 1 . _ 1
f.(x) = 1) +1 en inverse noemen we g,(x) = FrE +1 dus
flg(x) = 1 +1= 1 +1=— ] +1=x-1+1=x
0(71 +1-1) (70 ) ( ! )
clx-1) clx-1) x-1
[ _ . _ 1 . 1 _
Conclusie: f(g(x)) = x dus de inverse van f,(x) = =) +1is =) +1=y

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: formule is gegeven. Bepaal f,(1+p) en f,(1-p)

fc(1+p)=c(1+p_1)+1=c?—p+1 en fc(1—p)=c(1+p_1)+1 =

- 1_p 1= _01 S+
) )

us 2 =3 1
Conclusie: = w =1 dus puntsymmetrisch ten opzichte van (1, 1).

2
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Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: druk x (en y) uit in c.

1
cx-1)

_ _ _ 1
y= +1en y_xdusx_—c(x_1)+

1
c(x-1)

En dus x = —\E+ 1 (want A is linker snijpunt) (x = \E+ 1 vervalt, hoort bij rechter
snijpunt)

Herleiden op x levert x—1 = en levert (x-1)%2 = lc

Als c—>wdan—€—>0dusx+1
Idem voor y: y=x=—\/§+1 enalsc—>wdany—1

Conclusie: het limietpunt van A is S(1, 1)

Tussen twee grafieken

Ga na dat voor Q geldt y = p y
eerste methode: 1 f

P(p, p) ligt op de grafiek van y = x T/V=x
Voor het punt P(p, p) geldt x=p eny=p
dus voor Q geldt ook y = pen dus geldt p=+1-x P(p.p
dusp?=1-x endusx=1-p? p
Conclusie: Q heeft de x-codrdinaat x = 1 - p?

Q1-pp)

p 1 X
tweede methode: 1
Als x =1 - p? dan moet gelden y = p. Dus moet gelden f(x) = f(1-p?)=p

f(1-p2)=\1-(1-p?) =p? = p (want p>0)

Conclusie: als voor de x-codrdinaat geldt x = 1 — p? dan geldt voor de y-codrdinaat
y=p

Exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Maximaal, dus afgeleide
gelijk stellen aan 0

Oppervlakte berekenen met: opp. = /- b= ((1-p?)-p) -p=p-p3-p?
Oppervlakte is maximaal als afgeleide gelijk is aan nul, dus als
y'=1-3p*-2p=0dus 3p%+2p-1=0

-2+V4-4-3--1  _2+4 1
5 =% dusp_§

De abc-formule levert p =

Conclusie: p = %

(p =-1 vervalt)

Exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

b y
Wentelen om de x-as, gebruik dus 7t - j( f(x))? dx 1 f
2 %, 7/ "
Inhoud (Ven W) =mn- j(f(x))z dx=m- j(\/1 -x)2dx
0 0
V2 Y2
= [(1- e xoty?] 23
=7 £(1 x)dx=m [x zx]o 87: W
¥ % 1% =1 p X
Inhoud W=TE-J(/(X))2 dx=n-J'x2 dx=1- [lx3] =1 x x 1
° o 3 o 24
. S I I
Conclusie: Inhoud V = 8n 24n 3 b

Y2
Opmerking: aan de foutieve oplossing met T - I( \1 - x —x) 2 dx zijn bij het examen geen
punten toegekend. 0
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Verticale en horizontale verbindingslijnstukken

Bereken langs algebraische weg, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Ga na welke vergelijking opgelost moet worden.
De lengte van het verticale verbindingsstuk = f(x) — g(x)
1 1 1 a 1 a-1_1 - . .
Als x=ageldt ———=—dus 5 -— = = — kruislings vermenigvuldigen
9 2 226 2 a2 27 6 9 9 9

geeft 6(a—1) = a*> dus a>-6a+6=0

6+V36-24 6x\12 _6+23 dus

Oplossen met abc-formule levert a = > 2 >

a=3%+3
Conclusie: a=3++3
Let op: er zijn twee oplossingen

1
Vb

De lengte van het lijnstuk is xg — X; =
differentiéren.

- lb Er moet gebruik gemaakt worden van

a
Herschrijf: lengte = A T p2p

b b

3
De afgeleide hiervan is —%b I

+i
2b\b  b?

1
2b\b

1

kruislings vermenigvuldigen levert b? = 2b\b dus b2-2b"2 =0 dus
1

b'?(b2-2)=0dus b=4 (b=0 vervalt)

1 1

Dus opgelost moet worden: — =
Pd 26V b?

+#=Odus

of andere methode:

1 1 f 2 i i
- +— =0 rechts en links met b* vermenigvuldigen geeft
2b\b  b? g gena
bZ b2 1 1 1
- +—=--b*+1=0dus b?=2dus b=4
2b\b b 2

De lengte van het horizontale lijnstuk is dan L R B A

1
Vb b & 4 2
Conclusie: de maximale lengte is%

De vergelijking mag na differentiéren ook met de grafische rekenmachine opgelost
worden.

Een regenton

h
Voor een omwentelingslichaam geldt inhoud =T - j( f(x))? dx

0
In deze situatie geldt: inhoud

h h ) h
=E'J(T(X))2 dx =n-£(11—0\/5+15x—15x2) dx = n-£“;—0(5+ 156x — 15x?) dx

0

h
Dus inhoud is n[“1—0(5x+ 7,5x2—5x3)] = %(5h+7,5h2—5h3)
0

=L-2,5-(2h+3h2—2h3)=4LO(2h+3h2—2h3)
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Bereken in twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Gebruik de
voor V gegeven formule.

De regenton is 1 meter hoog dus de totale inhoud is

T 2 3y _ T (o, L12_9.13y_ T .o _ 31
E(2h+3h —2h)_ﬁ(2 1+3-1°-2-1 )_40 3

T 40
P ; i 3.3 _ 9
Voor drie vierde deel gevuld dus inhoud is dan 1°70 =760
o 2_op3) =9
Opgelost moet worden 40(2h+3h 2h3%) = 160
V1 =70 (2x+3x% - 2x°)
Y, = O
27160 -
Calculate, Intersect levert x = h = 0,72 L
Conclusie: de hoogte is 72 cm (of 0,72 meter) g 1 R —

Acht keer zo groot

Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Noteer
wat bewezen moet worden.

eerste methode:

Te bewijzen: oppervlakte rechterdeel is 8 - %p" =6p*

Grenzen bij gegeven buigpunt x = p en gegeven snijpunt x-as bij x = 3p
3p

Oppervlakte rechterdeel = j(3px2 - x%) dx=
P

3p
[px3—%x4]p =(p-27p°-1-81p*) - (p- p*~3p*) = 27p* - 201 p* - p*+ 1 p*) = 6 p*

Conclusie: oppervlakte rechterdeel is 8 keer zo groot als oppervlakte linkerdeel.

tweede methode:
Te bewijzen: oppervlakte rechterdeel is 8 - %p“ =6p*

Grenzen x = 0 en gegeven snijpunt x-as bij x=3p
3p

Oppervlakte totaal = J (3px?-x%) dx=
0

3p
[px*=5x¢] "= (p-27p°~3-81p%) = (p-0°-30%) = 27 p* 204 p* - p*+ 3 p*) = 63p*

Oppervlakte rechterdeel = G%p4 —%p“ =6p*

Conclusie: oppervlakte rechterdeel is 8 keer zo groot als oppervlakte linkerdeel.
Opmerking: vergeet de haakjes in de integraal niet.

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Noteer de
vergelijking die opgelost moet worden.

Er moet gelden: lengte BO = lengte AO

Lengte BO: afstand tussen O(0, 0) en B(p, 2p°) berekenen met Pythagoras:

BO =+p?+(2p3)? = p?+4p®

Lengte AO =3p

Dus moet opgelost worden yp?+4p® = 3p

\p%+4p° = 3p kwadrateren geeft p?+4p®=9p? dus 8p?-4p° =0 dus
4p*(2-p*)=0

Dus p = 0 (valt af) of p =2

Conclusie: p =2
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Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Noteer wat bewezen moet worden.
Te bewijzen: lengte CA is 8 keer lengte OC
Buigraaklijn y = ax + b opstellen in punt B(p, 2p°): f,(x) = 3px* - x* dus
’ - 2
f,/(x) = 6px—3x
Dus richtingscoéfficiént in buigpunt is a=f,'(p) = 6p- p—-3p* = 3p?
Buigraaklijn y = 3p?x + b door punt B(p, 2p°) levert 2p®=3p?-p+bdus b=-p°
Buigraaklijn y = 3p2x - p® snijden met de x-as, dus
PP _p_1

3p2 =§=3

3p’x-p*=0=3p’x=p° o x=

Dus lengte OC=X=%p

Lengte CA= OA-0OC= 3p—%p= Z%p
2,-8,-3g.1

23p=35p=8"3p

Conclusie: lengte CA is 8 keer lengte OC

Kromme van middens

Snijpunt A(4, 2)
eerste manier:
Oppervlakte V = opp. rechthoek OPAB - gebied onder de grafiek tussen x=0en x=4

4 4
Oppervlakte V=142 —J\/; dx=8- [%x%] =2
0 0

tweede manier:
8

2 2
_v2du= |13 =
Oppervlakte V= iy dy = [3 y ]0 3

derde manier met de grafische rekenmachine:
bijvoorbeeld

TI-84: 8 — fn Int(vx,x,0,4) = 2,67 (menu MATH punt 9)
of

CASIO: 8 -[(x,0,4) =2,67 _(kies in menu RUN achtereenvolgens OPTN, CALC, [dx)
Conclusie: oppervlakte is 2% = 2,67

Omdat y=+x en y = g geldt g =Vx dus x = g2 Dus het horizontale
verbindingslijnstuk heeft als eindpunten (0, g) en (g3, q).

Het midden van dit lijnstuk is M <% q? ,q)

qz=ly2 dus 2x = y2 dus y = V2x

-1
Dusx_2 2

of

M (% q? ,q) invullen in y = v2x geeft g=+/2 - %qz = \/? en dit klopt voor g >0

of

De grafiek van de middens ontstaat uit de grafiek van f door een vermenigvuldiging
ten opzichte van de y-as met een factor 0,5

Conclusie: M ligt op de grafiek van y = vV2x
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37 Exact, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is niet toegestaan.
2

De inhoud van het omwentelingslichaam van Wis | = nsz dy 40
0
1 1_% 1_[1.6%_1 32
_ 2_ 1 4 _ 1 4 - Lys = L.24
y = V2x dus x? = R4 en dus / 4n£y dy 27 [Sy]o 2 5"
Conclusie: 25%
of
De inhoud is te beschouwen als een limiet van een Riemannsom van horizontale
cilinderschijfjes. De grafiek van y = 2x ontstaat uit de grafiek van y = Vx door een
vermenigvuldiging ten opzichte van de y-as met 0,5.
Dus de straal van elk schijfje wordt gehalveerd, de oppervlakte van elk schijfje wordt
dan een vierde deel.
Dit geldt voor elk schijfje op elke hoogte, dus de inhouden verhouden zich als 1 : 4 a1
Conclusie: 25%
Zwaartepunt
. 42
38 Bereken de oppervilakte vanV, de grenzen p en q en druk h uit in x.
h(x) is de vergelijking van lijn AB, dus h(x) =3 - x
p=0eng=3
oppervlakte van AABC=3 -3 % = 4%
1 1 7 1 1 .43 1 1
[ xh(x) dx=[(x(3=x) dx= [ (Bx-X)dx=[15x -5 x| =135-9=4
P 0 0 0
dus x, = 41—5 -4,5=1 en omdat x,=y,geldty,=1
Conclusie: zwaartepunt is (1, 1).
39 Bereken de oppervlakte van V, de grenzen p en q en druk h uit in x voor de twee delen

links en rechts van (waarschijnlijk) x = 1.

grens als % =3dusals x=1

oppervlakte A=1-3=3

3
oppervlakte B = J'% dx=[3- In(x)]=3- In3

0 1 2x
1 1 1 1
voor het linker deel A geldt: [(x - 3) dx = [3x dx = [1%%] =11
0
03 . 0 5
voor het rechter deel B geldt: f(x ;) dx = IS dx= [3x]}=6
: 1 7l1
e x = (1L -2
Conclus:le.xz_3+3|n3 (12+6> 333"
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Onafhankelijk van n

Exact, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Grenzen gebied G bepalen en daarna inhoud omwentelingslichaam

bepalen met | =t (f (x))? dx

Grenzen: %xz =X

x?=2x dus X*-2x=x(x-2)=0 dus x=0of x=2

inhoud = n_z[xzdx— n}(%xz)zdx = TE‘Z[XZdX— nj'(%x“) dx=
0 0

I
Inkgrseckion
n=z =z

0 0
LI L O B (8-2)-1¢
n[sx]o T 20X]0‘“ 3720/ 15"

Gevraagd wordt naar de richtingscoéfficiént in het punt met x = n, dus naar y’(n)
i i -n=2
n n

y(x) = lnx2 dus y'(x) =% xdus y'(n) =

Conclusie: richtingscoéfficiént is onafhankelijk van n.

Grenzen bepalen, oppervilakte V bepalen en opperviakte W bepalen.
Hoekpunt van V'is P,(n,n) dus de grenzen zijn x=0en x= n.

n

oppervlakte W= jlxzdx= [Lxﬂ (P I

On 3n 0 3n 3
oppervlakte V = nz—%n2 = %nz
Verhouding oppervlakten Ven Wis %nz : %nz =2 :1

Conclusie: verhouding van de oppervlakten V en W is onafhankelijk van n.
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3 Exponentiéle en logaritmische functies

Een rij van logaritmische functies

Voor k=2, 3, 4, ... en voor x > 0 zijn gegeven figuur
de functies f,(x) = ¥log(x).

De lijn x = e snijdt de x-as in het punt E en de 3%
grafiek van f, in het punt P, 21
In de figuur hiernaast zie je de grafieken van
f,, f; en f, en daarop de punten P,, P; en P,. 11
In de punten P,, P, en P,, ... worden de
raaklijnen aan de grafieken van f,, fy en f,, ... 0
getekend.
Bewijs dat al deze raaklijnen door het punt -1t
(0, 0) gaan.

-2
Het midden van lijnstuk EP, noemen we M,

Zo ontstaat de rij van middens M,, M,, M,, ...
De figuur suggereert dat M, hetzelfde punt zou kunnen zijn als punt P,
Toon aan dat elk van de middens M,, M;, M,, ... op de grafiek van een functie f, ligt.

Kettinglijn

De functie fis gegeven door figuur

_ 1 —5x 41
f(x) = o€ + 2e +1?.

In de figuur is de grafiek van f,
een zogenaamde kettinglijn, op
het domein [0, 6] getekend.

Punt T is het laagste punt van
de grafiek en punt A is het
gemeenschappelijke punt van de
grafiek met de y-as.

De x-codrdinaat van T is
ongeveer 1,4.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
Bereken exact de waarde van de 0 6 X
x-coordinaat van T.
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Getransformeerde grafiek

De functies f en g worden gegeven door:
eZ
f(x) = In(x*> +1) en g(x) = In(W)

De grafieken van f en g staan in figuur 1. Ze snijden elkaar in de punten Sen T.

figuur 1

y /

al t
S T

P
15) X
B>~
g

Lijn / met vergelijking x = p snijdt de grafiek van f in punt A en de grafiek van g in
punt B. Het punt op lijn / met y-codrdinaat 1 noemen we P. In figuur 1 is de situatie
weergegeven waarbij / rechts van T ligt.

Bewijs dat in deze situatie AP = BP.

Ook voor waarden van p waarvoor / niet rechts van T ligt, geldt dat AP = BP.
Hieruit volgt dat de grafieken van f en g elkaars gespiegelde zijn in de lijn met
vergelijking y = 1. Deze lijn is getekend in figuur 2.

In figuur 2 is het gebied rechts van de y-as dat wordt ingesloten door de grafieken
van f en g en de y-as, grijsgemaakt.

figuur 2
y
S/
S, T
15) X
g

Dit gebied wordt gewenteld om de y-as.

5 Bereken exact de inhoud van het omwentelingslichaam.
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De grafiek van f wordt 2 naar rechts verschoven. In figuur 3 staan de grafiek van f en
de verschoven grafiek.

figuur 3

Bewijs dat de twee grafieken elkaar loodrecht snijden.

Onveranderlijke lengte

Voor a > 1 is de functie f, gegeven door:
f,(x)=a-e‘—e*

De grafiek van £, snijdt de x-as in het punt S (In(a),0) . De grafiek van f, heeft één
top: punt T. De loodrechte projectie van T op de x-as is punt U.
U ligt links van S op de x-as. Zie de figuur.

figuur

AN

De x-coodrdinaten van de punten U en S zijn afhankelijk van de waarde van a.

7 Bewijs dat de lengte van lijnstuk US onafhankelijk is van a.
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Natuurlijke logaritme

De grafiek van f(x) = heeft een verticale asymptoot.

T+ e

Geef de exacte vergelijking van die asymptoot. (Verklaar je antwoord!)

Bepaal algebraisch de vergelijking van de raaklijn aan de grafiek van fin het punt met
x-codrdinaat e.

Wenteling

Gegeven is de functie f(x) = +/(In(x). De grafiek start in het punt S(1, 0).
Laat zien dat de grafiek van fin het startpunt S loodrecht staat op de x-as.

We wentelen de grafiek van f om de x-as. We krijgen dan een omwentelingslichaam.
Gegeven is dat de inhoud van dit omwentelingslichaam tussen x = 1 en x = a gelijk is
aan T.

Bereken de exacte waarde van a.

Opperviakte

In de figuur is in een assenstelsel Oxy een figuur
vierkant OABC met zijde 3 getekend. y
Dit vierkant wordt door de grafieken van

y = €e*en y = In(x) in drie delen verdeeld. c

V is het gebied ingesloten door de
x-as, de y-as, de lijn x = 3, de lijny =3
en de twee grafieken.

Bereken de oppervlakte V.
Rond je antwoord af op 2 decimalen.

y = Inx
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Puntsymmetrisch

In de figuur staat de grafiek van de functie figuur

fx) = £ Al

Bewijs dat f een stijgende functie is. 1 ;
Los op: 0,999 < f(x) < 1. Geef je ,

antwoord in twee decimalen nauwkeurig. i 10 L 2

De grafiek van flijkt puntsymmetrisch te
zijn ten opzichte van het punt (0, 0).
Bewijs langs algebraische weg dat
inderdaad voor elk getal a geldt:

f(-a) = - f(a).

Een symmetrische gebroken functie

De functie fis gegeven door f(x) = 5 &

Bereken exact voor welke waarden van x geldt: f(x) < 11%

2

F(x) = 2x — 2In(1 + &) is een primitieve van f(x) = Troo

Toon dit aan.

Het vlakdeel V wordt ingesloten door de grafiek van f, de y-as, de x-as en

de lijn x = In(3).

Bereken exact de oppervlakte van V en schrijf je antwoord in de vorm In(k).
f(x) + f(—x)

Voor elke waarde van x geldt: ————=1.

Toon dit aan.

78
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Door de asymptoot

2x—1>

Voor x > % is de functie f gegeven door f(x) = In( T2

De functie g is de inverse van f.
In figuur 1 zijn de grafieken van f en g getekend.

figuur 1
})
g
o X
i
Er geldt: g(x) = 12+_2§X .

20 Bewijs dit.
De functie h is gegeven door h(x) = |f(x)|.
In figuur 2 is de grafiek van h getekend. De grafiek van h heeft een horizontale

asymptoot. Deze is in de figuur gestippeld weergegeven.

figuur 2

Y

De grafiek van h snijdt de horizontale asymptoot in het punt A.
21 Bereken exact de x-codrdinaat van A.
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Familie exponenti€éle functies

Voorn=1,2,3, ... is f, de functie

ES
n

gedefinieerd door f,(x) = e

In figuur 1 zijn de grafieken van f; tot en
met f; getekend.

Voor elke n raakt de lijn met vergelijking
y= % - x de grafiek van f,.

De volgende vraag gaat over deze
eigenschap als n = 2.

Bewijs dat de lijn y = % - X raakt aan de

ES
2

grafiek van f,(x) = e

l'is de lijn met vergelijking y = 4.

G, is het gebied dat wordt ingesloten
door de y-as, de grafiek van f, en de lijn /.
Zie figuur 2.

Bereken de exacte waarde van de
oppervlakte van G, .

De lijn met vergelijking y = 3 snijdt de
grafiek van de functie f, in het punt S,, en
de y-as in het punt S,. Zie figuur 3.
Bewijs dat voor elke n het lijnstuk S,S,,,,
even lang is als het lijnstuk S,S;.

Voor elke n is G, het gebied dat wordt
ingesloten door lijn / en de grafieken van
foenf,,.

Toon aan dat voorallen=1, 2, 3, ... de
oppervlakten van G, gelijk zijn.

80

figuur 1
y

7|
o é 4 6 .
figuur 2
y
%1 % % s fs
4 i
Go
24
7
o 2 4 6 x
figuur 3
y
/f1 % % fa fs
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Verzameling toppen
In(kx)

Gegeven zijn de functies f(x) = — met k = 0.

Neem k = 1.
Bereken exact de coodrdinaten van de top van de grafiek van f,.

Voor elke waarde van k # 0 heeft de grafiek van f, één top.

De top van de grafiek van f, ligt op de kromme met vergelijking y = %
Bewijs dat voor elke waarde van k # 0 de top van de grafiek van f, op de kromme

y= % ligt.
De waarde van k wordt zodanig gekozen, dat de grafiek van f, de lijn y = 1 snijdt in de
punten A en B. De lengte van het lijnstuk AB hangt af van de keuze van k.

Wat is de kleinste gehele waarde van k waarvoor de lengte van AB groter is dan 27?
Licht je antwoord toe.

Onafhankelijk van a

Voor elke positieve waarde van a is een functie f, gegeven door f,(x) = (1 — ax) - e
en een functie F, gegeven door F,(x) = x - ™.

De functie F, is een primitieve functie van f,.
Toon dit aan.

De grafiek van f, snijdt de x-as in punt A(l, 0) en de y-as in punt B(0, 1).
Zie de figuur.

figuur

Ja

De grafiek van f, verdeelt driehoek OAB in twee delen.
Bewijs dat de verhouding van de oppervlakten van deze twee delen onafhankelijk is
van a.
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Symmetrisch gebied

eX
(e + 17

De functie f wordt gegeven door f(x) =
De grafiek van fis symmetrisch ten opzichte van de y-as.

Gegeven is p, met p > 0 . In de figuur is het gebied dat wordt ingesloten door de
grafiek van f, de x-as en de lijnen met vergelijking x = —p en x = p grijs gemaakt.

figuur

o] X

De oppervlakte van dit gebied noemen we A(p).
Een primitieve F van f wordt gegeven door F(x) = ex_—:1.

Er geldt: A(p) =1 -

o
Bewijs met behulp van de gegeven primitieve functie dat inderdaad geldt:
Ap)=1- o

Als p onbegrensd toeneemt, nadert A(p) tot een limietwaarde L.

Er is een waarde van p waarvoor A(p) de helft is van L.
Bereken exact deze waarde van p.

Medicijn in actieve vorm

Sommige medicijnen kennen een passieve en een actieve vorm. Ze worden in
passieve vorm ingespoten en door het lichaam omgezet in actieve vorm.

De hoeveelheid medicijn in passieve vorm, in milligram, die t uur na inspuiten nog niet
is omgezet in actieve vorm, noemen we p(t). Als 25 mg wordt ingespoten, geldt de
volgende formule:

p()=25-e*'!

Hierbij is k een positieve constante waarvan de waarde afhangt van het type medicijn.
Hoe groter k, hoe sneller het medicijn in passieve vorm wordt omgezet in actieve
vorm.
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Om de werkzaamheid van het medicijn te onderzoeken, meet men hoe lang het duurt
tot 99% van de hoeveelheid medicijn in passieve vorm is omgezet naar medicijn in
actieve vorm. Deze tijdsduur tyq hangt af van k.

Druk fgg uit in k.

Het medicijn in actieve vorm wordt door de lever afgebroken. De omzetting van
medicijn in passieve vorm naar medicijn in actieve vorm en de afbraak van medicijn in
actieve vorm vinden gelijktijdig plaats.

Een patiént krijgt een injectie met een dergelijk medicijn. De hoeveelheid medicijn in
actieve vorm, in milligram, die t uur na inspuiten in het lichaam zit, noemen we a(f).
Voor a(t) geldt:

a(t) = 2501 -0

In figuur 1 is de grafiek van a getekend.
figuur 1

Amax

o

Het maximum van a noemen we a,,,. Dit maximum wordt aangenomen op tijdstip ¢,,,-
Bereken { ., met behulp van differentiéren.

Als maat voor de tijdsduur die een medicijn werkzaam is, wordt gekeken naar de
zogenoemde FWHM (Full Width at Half Maximum). Dat is de breedte van de piek

in de grafiek van a ter hoogte van % anax- Anders gezegd: de FWHM geeft aan hoe
lang de hoeveelheid medicijn in actieve vorm in het lichaam minstens 50% is van de
maximale hoeveelheid a,,,,.

In figuur 2 is de FWHM aangegeven.

figuur 2

Amax

5 Amax

o

Bereken de FWHM in uren nauwkeurig.
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De formule van Gompertz

Verzekeringsmaatschappijen en pensioenfondsen maken bij het berekenen van de
premies en uitkeringen een schatting van de levensverwachting van verzekerden.
Daarbij wordt vaak een formule gebruikt waarvan de vorm gebaseerd is op de
resultaten van een onderzoek uit 1825 van de verzekeringswiskundige Benjamin
Gompertz (1779 - 1865).

Voor een levensverzekering die op een leeftijd van 40 jaar afgesloten wordt,
hanteerde een verzekeringsmaatschappij in de 19e eeuw de volgende formule van
Gompertz om het percentage nog levende verzekerden met een bepaalde leeftijd te
schatten:

P(t) =119 - e—0,0161-90,0595t

Hierin is t > 40 en geeft P(t) aan welk percentage van de mensen die zo’n verzekering
afsloten minstens t jaar oud wordt.

Bereken hoeveel jaar na het afsluiten van de levensverzekering volgens deze formule
de helft van de polishouders is overleden.

De gegeven formule is ook te schrijven in de vorm P(t) = 100 - e™00161:e**
Bereken langs algebraische weg de waarde van m. Rond je antwoord af op twee
decimalen.

De algemene formule van Gompertz heeft de vorm P(f) = a - e met positieve
waarden van a, b en k.

Een eigenschap van deze algemene formule is:
P(t)
P(t)

kt

Hierin hangt de waarde van c af van de waarden van b en k.
Druk c uitin b en k.

Hoogwaterstanden

Onder invloed van de maan ontstaan eb en vioed. Een periode van eb en vlioed duurt
12 uur en 25 minuten en de hoogste waterstand gedurende zo’n periode heet een
hoogwaterstand. Elke periode van eb en vloed levert dus één hoogwaterstand op.

Om in te schatten hoe groot de risico’s bij hoogwaterstanden zijn, stelt men op grond
van een groot aantal metingen een formule op. Deze formule is van de vorm

f(h) = 10%?" met a en b constanten.

Hierin is h de hoogte in meters boven NAP en f(h) het gemiddeld aantal keren per

jaar dat een hoogwaterstand de waarde van h overschrijdt.

In Hoek van Holland geldt voor hoogwaterstanden tussen 0,9 m en 2,5 m boven NAP:
a=43enb=19.

Bereken welke waarde van h volgens de formule gemiddeld één keer per jaar wordt
overschreden. Rond je antwoord af op één decimaal.
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Als de zeespiegel, en daarmee ook de hoogwaterstanden, 0,1 m zou stijgen, zou dit
leiden tot een groter gemiddeld aantal keren per jaar dat de waarde h = 2,5 in Hoek
van Holland wordt overschreden.

Bereken hoeveel keer zo groot dit gemiddeld aantal keren zou zijn.

Metingen tonen aan dat de waarden a = 4,3 en b = 1,9 voor h > 2,5 tot te kleine
waarden van f(h) leiden. Men vermoedt dat een hoogwaterstand van 3,9 meter
boven NAP, zoals bij de watersnoodramp in Zuidwest-Nederland in 1953, gemiddeld
ongeveer eens per 100 jaar voorkomt.

Volgens de formule zou dat maar eens per 1288 jaar zijn.

We zoeken daarom nieuwe waarden voor a en b, die aan de volgende voorwaarden

voldoen:

— h =25 levert dezelfde waarde van f(h) op als met de oude waarden voor a en b
het geval was;

— h = 3,9 levert voor f(h) de waarde 0,01 op.

Bereken de nieuwe waarden van a en b. Rond deze waarden af op één decimaal.

Helderheid van sterren

Aan de sterrenhemel bevinden zich heldere en minder heldere sterren. De helderheid
van een ster werd in de oudheid reeds aangegeven met een getal, de magnitude van
de ster. Zeer heldere sterren kregen magnitude 1. Nauwelijks zichtbare sterren kregen
magnitude 6. Een kleine waarde betekent dus een grote helderheid. In deze opgave
is m de magnitude.

Tegenwoordig meet men de hoeveelheid licht die van een ster wordt ontvangen.
De helderheid van een ster wordt dan vaak uitgedrukt in lux (een eenheid voor
verlichtingssterkte). In deze opgave is L de helderheid in lux.

In de tabel staan voor een aantal helderheden de waarden van m en L.

tabel

m 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0
L 1,0.10° | 4,0.107 | 1,6-107 | 6,3-10® | 2,5-10® | 1,0.10°®

Tussen L en m bestaat een exponentieel verband van de vorm L = 10P*9™,
Leid uit de tabelgegevens bijm=1,0en m=6,0 afdatp=-56 enqg=-0,4 .

Voor L geldt dus: L = 1075604m,

In het sterrenbeeld Steenbok bevindt zich een optische dubbelster: twee sterren die
met het blote oog als één object worden waargenomen. Na meting blijkt dat voor de
ene ster geldt m = 4,30 en voor de andere ster m = 3,58. De waarde van L van de
optische dubbelster is de som van de L-waarden van de afzonderlijke sterren.
Bereken de magnitude van de optische dubbelster. Rond je antwoord af op één
decimaal.
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L is omgekeerd evenredig met het kwadraat van de afstand x (in meters) van de ster

tot de aarde: L = 7C2 waarbij C een constante is.

Er geldt het volgende verband:
m(x) = —-14,0 — 2,5log(C) + 5,0log(x)

Bewijs dit.

Momenteel is de afstand x van de ster Aldebaran tot de aarde 6,3 - 10" meter.
Deze afstand neemt toe met 1,7 - 10'? meter per jaar, dus % =1,7 - 102 m/j.

Door deze verwijdering verandert ook de helderheid van de ster en dus ook de
magnitude m.

De snelheid waarmee m verandert kan worden berekend met de afgeleide van m als
functie van de tijd ¢ (in jaren).

Voor deze afgeleide % geldt:

dm _dm  dx
dt ~ dx dt

Bereken met behulp van differentiéren de snelheid waarmee de magnitude m van
Aldebaran op dit moment verandert.
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HINTS

Hints bij hoofdstuk 3

Raaklijn y = ax + b bepalen voor x = e.

Het gaat om twee verschillende grafieken, dus twee verschillende waarden k.
Top, dus bereken algebraisch f'(x) = 0.

Als AP=PBdangeldty,-1=1-yg

Gegeven is dat h?t grijze gebied symmetrisch is in de lijn y = 1.

De inhoud = 2 - =t[x?dy.

0
fwordt 2 naar rechts verschoven, bepaal eerst de vergelijking van deze functie.
Loodrecht snijden. Dus bepaal het snijpunt en daarna de richtingscoéfficiénten van
de raaklijnen in dit snijpunt met behulp van de afgeleiden.

Alleen x,, hoeft berekend te worden, want de coordinaten van S zijn gegeven.
Verticale asymptoot, dus noemer = 0

Raaklijn y = ax + b bepalen voor x = e.

Loodrecht op de x-as, dus de rc van de raaklijn moet verticaal lopen.

Maak gebruik van de formule _[In(x) dx = [xIn(x) = x]

Bereken en twee decimalen, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is
toegestaan.

Stijgend, dus toon aan dat f(x) voor elke waarde positief is.

Los op en twee decimalen, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is
toegestaan. Splits de ongelijkheid op in twee delen.

Laat zien dat f(-a) = —f(a). Maak bijv. gebruik van kruislings vermenigvuldigen.
Maak een vergelijking of ongelijkheid en los deze algebraisch op.
De afgeleide van F(x) moet f(x) opleveren.

Oppervlakte berekenen, dus gebruik de gegeven primitieve. Gebruik de
rekenregels voor logaritmen. Maak een schets van de situatie.

Bedenk wat f(—x) betekent.

Inverse dus bewijs f(g(x)) = x of spiegel fin de lijn y = x (dus verwissel in de
formule de x en de y) en bewijs dat dit g wordt.

Herschrijf de formule eerst zonder absoluutstrepen en bereken de horizontale
asymptoot.

Raken dus f(x) = g(x) en fx) = g’(x).

Maak een schets. De gevraagde oppervlakte = oppervlakte rechthoek — oppervlakte
onder de grafiek van f.

Er wordt gevraagd naar de lengte van een horizontaal lijnstuk. y = 3 snijden met f,
en ook met f,,, geeft de x-coordinaten van de snijpunten uitgedrukt in n.

Maak een schets ter verduidelijking van de vraag.

Exact, dus de grafische rekenmachine is niet toegestaan. Top dus f'(x) = 0.
Gebruik de quotiéntregel.

Top dus f(x) = 0 bepalen. Druk de codrdinaten van de top uit in k en controleer of
de top op de gegeven kromme ligt.
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Neem als voorbeeld een waarde voor k en bepaal met de grafische rekenmachine
de lengte van AB. Probeer nog een paar waarden voor k en zoek met insluiten de
kleinste gehele waarde voor k.

F, is een primitieve van f, dus andersom geldt: de afgeleide van F, moet gelijk zijn
aan f,

Het gaat om de verhouding van de twee oppervlakten. Bereken de oppervlakte
van het deel onder grafiek met behulp van de primitieve van het vorige onderdeel,
daarna oppervlakte van het deel boven de grafiek met behulp van een driehoek.

Maak gebruik van de gegeven primitieve F(x). De opgave is eenvoudiger te bewijzen
als ook gebruik gemaakt wordt van de symmetrie.

Bereken eerst de limietwaarde L. Bedenk welke vergelijking opgelost moet worden.

Bij t,y is er 99% omgezet in actieve vorm. Let op: p(1) is de formule voor de
passieve vorm. Ga na welke vergelijking opgelost moet worden.

Bereken eerst de afgeleide. Ga na welke vergelijking opgelost moet worden.

Bepaal eerst de maximale waarde. Ga na welke vergelijking opgelost moet
worden. Het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan.

Bedenk welk percentage minstens t jaar oud wordt. Maak een vergelijking en los
deze op.

Maak een vergelijking en los deze algebraisch op. Gebruik de rekenregels.
Bepaal de afgeleide en het quotiént. Gebruik de kettingregel.

a, b en f(h) zijn bekend. Vul deze waarden in de formule in en los de vergelijking
op.

Vergelijk het aantal overschrijdingen van h = 2,4 (vé6r de stijging) met het aantal
overschrijdingen van h = 2,5 (na de stijging).

Bereken eerst f(2,5) met de oude waarden voor a en b. Gebruik deze uitkomst en
f(3,9) = 0,01.

Maak een stelsel van vergelijkingen door uit te gaan van de tabelgegevens bij
m=1,0en m=6,0.

Bereken eerst bij de gegeven m waarden de bijbehorende L waarden. Wat wordt
nu de L waarde van de dubbelster?

Maak gebruik van de rekenregels van logaritmes.

Gebruik de gegeven formule voor m(x) en bedenk dat C een constante is.
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 3

Rij van logaritmische functies

raaklijn y = ax + b, dus f(x) en f’(x) bepalen voor x = e.
Infe) _ 1

filx) = “log(x) dus y = f(e) = “logle) = {0 = -

. 1
dus raakpunt is (e, W)
goy 1 _ g _ 1
') = i dus @=1dle) = o
1 . . Lo
(e, W) invullen in raaklijn y_—eln(k) X+ b

1 _ 1 _
& = In(k +b dus b=0
1
eln(k) *

1 1

In(k = ein(ky &+ b dus

vergelijking raaklijn wordt y =

Conclusie: al deze raaklijnen gaan door (0, 0)

Het midden M, van EP, uitdrukken in k;. Onderzoek of er een andere k is zodat M op
de grafiek van f, ligt.

Eis (e, 0) en P, is (e, “log(e)) dus M, is (e; 0,5 - “log(e))
M, is (e; 0,5 - “log(e)) invullenin f, (x) = *log(x) dus 0,5 *log(e) = *log(e)

log(e)  logle) 05 _ 1 . _ 2.
05 Joglk) = Toalk) ©US Toglk] ~ Togly s 08 " 10glkn) =logli) dus loglky) = 2 log(k)
dus k, = k2.

Bijv. voor P, = (e,%log(e)) geldt M, = (e ; 0,5 - 3log(e)) ligt op f,(x) = °log(x)
Conclusie: elk van de middens ligt op de grafiek van een functie f,.

Kettinglijn
Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: top, dus differentiéren en gelijkstellen aan 0.

eerste methode:
1

—le® 407411 () = 1. 1e7¥ 4 _1 .0 2 1o _ g2
f(x)_ze +2e +12dusf(x)_2 787 + 22e =7 e
1 _ 1 _
Top als f'(x) = %eZX— e 2" =0dus %ezx =e?"
1
Beide zijden vermenigvuldigen met e?” levert %e" =e’=1
Duse*=4
Conclusie: x = In(4)
tweede methode:
—le® 107411 o) = 1. 1oy _1 . 0g 2 2 1g7¥_ g2
f(x)_2e +2e +12dusf(x)_2 287 + 22e =4€ e
1 2 1
Top als f'(x) = %ezx— e2*=0dus ezx(%— e™) =0
1 1 Ix .
Dus I or = 0 (en e?” = 0 kan niet)
i1 x_
Dus 4 = o duse*=4
Conclusie: x = In(4)
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Getransformeerde grafiek

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: P(p, 1), als AP = PB dan y, - 1 = 1 -yg. Genoemd worden de punten A en B,
bepaal hun codrdinaten. Let op rekenregels met logaritmen.

eerste methode bewijs y, - 1= 1~ yp:

Pm1mnm=ﬂm=mm%4mnm=mm=m<fz>
pc+1

Omdat AP = PB moet gelden y,-1=1-yg Controleer dit.

2
ya—1=In(p?+1) -Ten1-y, =1—In< 2 )
pe+1

2 2
Er moet dus gelden In(p2+1) =1=1-In( —£ dus In(p2+1) +In( == =2
p?+1 p?+1

2
Omdat In<(p2+1) . < 2 . )) =In(e?) =2 geldtdus y,—1=1-y;
p2 +
Conclusie: AP = PB

tweede methode bewijs BP = AP:
2
P(p, 1) eny,=f(p)=In(p?>+1)en yz=glp) = In(pz‘:1 >

Omdat AP = PB moet gelden y,-1=1-y, Controleer dit.

2
PB=1—In< 2e 1)=1—(In(ez)—ln(p2+1))=1—(2—In(p2+1))=—1+In(p2+1)=
p*+
In(p?+1) -1=AP
Dusy,-1=1- yg
Conclusie: AP= PB

derde methode met P is het midden van A en B:

P(p, 1) en y,=f(p) =In(p?+1) en yB=g(p)=In< zez >
pe+1

De y-coordinaat van het midden van de punten A en B moet 1 zijn, dus moet gelden

f(p) + g(p)

2 =1 Controleer dit.

2
In(p2+1)+ln<2e >
p+

Dus moet gelden

2
In(p2+1)+ln< e? ) In<(p2+1)-< e’ ))
p?+1 p?+1 =In(e2)=2

Omdat 2 = 3 2 5=

1 geldt

sﬂM+mm=

du 2

1

Dus de y-coordinaat van het midden van de punten Aen Bis 1
Conclusie: AP= PB
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: f en g zijn elkaars gespiegelde in de lijn y = 1. Wentelen om de y-as dus gebruik

;
inhoud = 2 - nsz dy
0

fix) =In(x*+1) dus y=In(x?+1) dus - 1 = x?

1 1
Inhoud onderste helft =njx2dy= nJ'(eV— 1) dy=mnle’- y](‘) =n(le-1)-1)
0 0

=n(e-2)
Conclusie: Inhoud,y,, =2n- (e - 2)

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: twee naar rechts verschoven, dus stel f, op.

Snijden, dus los op f =f, (levert op x = a). Richtingscoéfficiént dus f’(a) en f,’(a) bepalen.
Loodrecht, dus product moet -1 zijn.

f(x) =In(x*+1) en f(x) = In((x=2)%+1)
Snijden dus In(x?2+1) = In((x-2)2+1) dus x>+ 1 = (x-2)2+1 dus

x?+1=x?-4x+4+1dus 1 =-4x+5 dus snijden bij x=1

Richtingscoéfficiént dus F/(x) =—2—en £,(x) = —2%=2)_ (kettingregel)
x%+1 (x=2)%2+1
Richtingscoéfficiént als x =1 is dus (1) = 122 7= 1Ten
+
. 2(1-2) -2
£(1)=——F L ="%£=—
a (1-2)2+1 2

Conclusie: het product van de twee richtingscoéfficiénten is -1, dus de grafieken
snijden elkaar loodrecht.

Onveranderlijke lengte

Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Gevraagd wordt xs— X . Aangezien x5 bekend is, hoeft alleen x,, berekend te worden.
Xy = Xgop €N bereken Xq,, exact met behulp van de afgeleide van f,(x)

f,ix)=a-e*—e*dusf ,(x)=a-e*-2-e*
Xpp berekenen: a-e*-2-e* =0 duse*(a-2-e*)=0dusa-2-e*=0

(want e* #0)

a a
5 €N Xy = In<5>

Dus xy= Xz, = In(%) en xg = In(a) dus

Dus e* =

xs—xy = Ina) - |n(g) = In(a) - (In(a) —=In(2)) = In(2)
Conclusie: de lengte van lijnstuk US is onafhankelijk van de waarde van a.

Opmerking: andere methoden om xs— X, te berekenen zijn:

Xg—Xxy=1In(a) - In(%) =In(a) - (In(a) + In(%)) = —In(%) =1In(2)
xs— Xy =In(a) - In(%) =In(a) - In(%a) = In<1—‘2> = In(%) =1In(2)
2 2
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Natuurlijke logaritme 11 Gevraagd wordt voor welke waarde van a geldt:

a a a a
8 In het geval van een verticale asymptoot geldt: noemer van quotiént is gelijk aan 0 th’y2 dx = nj( f(x))? dx = nj( In(x) )2 dx = nI In(x) dx=mn
1 1 1 1 1 1

- — - R
noemer =1+ In(x) ~ 0 dus In(x)=-1 dus x=e"" = e ' Primitieve van In(x) is x-In(x) - x dus
i f(x)
. .. -1 l : a
Conclusie: asymptoot bij x = e™ =2 e nfin(x) dx=m - [x- In(x)—x]j: n-(a-Infa)-a+1) 1
Ga na dat 1| !
. 1 ) o 2 _1-"_;7"’ n-(a-Infa)—a+1)=n #
lim———— =1 dus de grafiek heeft perforatie in (0, 1) ] ' { |
xo g, 1 T /5 R a-Infa)—-a+1=1 | 1 -
In(x) ‘e a-(In(a)-1) =0 dus a=0 (vervaltjof a=e
Ixim L = 0 dus de grafiek heeft perforatie in (1, 0) Conclusie: a = e
In(x) '
ELQ 1 =1 dus de grafiek heeft horizontale asymptoot y =1 Oppervlakte
In(x) 12 Twee decimalen, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan.

Er is bekend: y = In(x) snijdt de x-as in x = 1 en snijdt de lijn x = 3 (lijnstuk AB) in
y = In(3). De opperviakte van het witte deel rechtsonder is nu te berekenen. De oppervlakte
van het witte deel linksboven is even groot.

3

9 Raaklijn y = ax+ b bepalen.
Dus a bepalen met f'(x) dus a = f'(e).
b bepalen behulp van het raakpunt (e, f(e))
oppervlakte witte deel rechtsonder = _[In(x) dx =1,2958

N B 1\~ 1
flx) = 141 (1 * In(x) ) grafische rekenmachine
In(x) TI-84: druk op MATH, kies hier 9: fnint( voer in (functie,variabele,
oy 1 \72 ) ] 21 . ondergrens, bovengrens)
Flx) = (1 * In(x) ) 1- (Inx)) X (kettingregel) CASIO: in RUN-menu druk op knop OPTN kies optie CALC Filn Hs 1’3i . 295aTEG5E

Conclusie: oppervlakte gevraagde grijze deel =
3:-3 -2-1,2958 = 6,41.
Antwoord kan ook gevonden worden met behulp van

jln(x) dx =[x In(x) - x]?

"a) = 1T \?%. 4. 2.1 __ 2, _q.(1y2.1_1
f(e)_—<1+|n(e)> 1-(In(e)) - L =—(141)2. —1-(1)2. L= L

[Falua]d dadndng o | e

dus raaklijn: y = ﬁ-x+ b en nu de b bepalen met behulp van het raakpunt (e, %)

1 _ 1. =1
dus 7 = e e+bdus b= 1
Conclusie: vergelijking raaklijn is y = 41_e . x+% Puntsymmetrisch
13 Als een functie overal stijgend is dan is de afgeleide overal positief zijn. Bepaal dus eerst
de afgeleide van f(x).

Wenteling f is een gebroken functie dus gebruik de quotiéntregel om f’ te bepalen.
10 De richting van de x-as in het punt S(1, 0) is 0. We moeten dus laten zien dat de grafiek Noem: T{x) =e*-1en N(x)=e*+ 1
van f verticaal vanuit het punt S(1, 0) vertrekt. , ,
Bepaal dus f'(1). f'(x) = T'x) - Nix) - T(2x) N
(N(x))

Fx) = o N 1).er

X 24/In(x) e*-(e"+1)-(e*-1)-e* _e™+e*-e+e* __ 2e*

1 1 (e¥+1)? (e¥+1)2 (eX+1)?
f'(1) = T W — oo bestaat niet, dus loopt de grafiek van fverticaal. teller: >0 dus 26> 0
De x-as loopt horizontaal. noemer: €>0 duse*+1>1 dus(eX+1)2>1

Conclusie: teller en noemer van het quotiént zijn beide voor elke x groter dan nul,

Conclusie: de grafiek van fstaat loodrecht op de x-as. dus is het quotiént voor elke x groter dan nul, dus is f een stijgende functie.
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Twee decimalen, dus het gebruik van de grafische rekenmachine is toegestaan.
0,999 < f(x) < 1 splitsen in 0,999 < f(x) en f(x) < 1
Voor welke x geldt: 0,999 < f(x)

0,999 < &= qus
e +1

0,999(e* + 1) <e* -1 dus -0,001e*<-1,999

e*> 1999 dus x>In 1999

x> 760 (x = 760 mag ook met de grafische
rekenmachine bepaald worden)

Voor welke x geldt: f(x) <1

Voor elke x geldt: -1 <e*+ 1 dus Inbekeeckion

de teller is kleiner dan de noemer. 27 BOOHDES L ¥Z.99T e

Het quotiént is dus altijd kleiner dan 1.
Conclusie: x > 7,60

Puntsymmetrie: er moet dus gelden dat f(-a) = -f(a)
Vul a en -a in en kijk of de gelijkheid f(-a) = —f(a) klopt.

e?-1 _ _e’-1 il ; ;
e P kruislings vermenigvuldigen p
(€= 1)(e + 1) = —(e® — 1)(e + 1) fla)
ef+e?-e"-1=-e"-e"+e?+1 -a T
e?-e’=-e’+e”? klopt T a
Conclusie: f(-a) = —f(a T

usie: f(-a) = ~f(a) o)

Een symmetrische gebroken functie

Exact, dus grafische rekenmachine mag niet gebruikt worden. Ga na welke vergelijking
opgelost moet worden.

2 1

T3 6"~ 100 kruislings vermenigvuldigen geeft 200 = 1 +e

dus e* =199 dus x = In(199)

W= O

Een plot van f(x) levert een dalende grafiek

W=EA0EzEE  W=odzgyzit

Conclusie: x > 1n199

Let op: grafische rekenmachine mag wel gebruikt worden om de grafiek van f(x) te plotten.

De afgeleide van F(x) moet f(x) opleveren. De afgeleide van In(x) is l. Gebruik de
kettingregel. X

F(x) =2x-2In(1+¢e%)

Flx)=2-—2 .gx=2__2¢" _2-(1+e") 2-e* _2+2-e*-2-¢*
1+eX 1T 1+e 1+e" 1+e" 1+eX

=—2 = f(x) dus F'(x) = f(x)

T+e

Conclusie: F(x) is een primitieve van f(x)
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Oppervlakte berekenen, dus de gegeven primitieve gebruiken. Gebruik de rekenregels
voor logaritmen. Maak een schets van de situatie.
In(3)

2 _dx=[2x-2-In(14eX)]"® = (2 In(3) = 2- In(1+e""®)) = (=2~ In(1+e°))
o T+e

(2-1n(3)=2-1n(4)) = (-2-1In(2)) = In(3%) = In(4?) + In(2%) = In(9) — In(16) + In(4) =

9-4\ _1.(9
In (W) =In ( 4 )
of via andere tussenstappen

(2-In(3)=2-1In(4))=(-2-In(2)) =2-In(3)=2-In(2) +2-In(2) = 2-In(3) =4 - In(2) + 2 - In(2) =

2-1n(3)-2-In(2)=2-In(2) = In(2)
Let op: het antwoord moet in de vorm In(k) geschreven worden.
Gebruikt zijn de rekenregels: In(e?) = a; a-In(b°) =c-a-In(b) enlIn(a)-In(b) = In(%)

Bedenk wat f(-x) betekent.

fix)=—2 enfl-x)=—2 =2 __ 2 e _2:e" _2-¢e
T+e 1+e 1+i 1+i e eX+1 1+e
eX eX
Flx) +fl-x)= 2 4 2. _2+2:e"_21+e7) _,
T+e* 1+e* 1+e* 1+e*
Conclusie: ) + f=x) +2f( —x) _ 1

Door de asymptoot

Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: gebruik voor het aantonen van inverse functies of f(g(x)) = x of verwissel in de
het functievoorschrift van f(x) de x en y en herleid deze formule op y.

eerste methode toon aan f(g(x)) = x:

Ga na f(g(x)) = x .
Vervang de xin f(x) = |n<2x—1 ) door L*+2¢€
X+2 2-¢e*

1+2e”
2-e*

2+4e* _2-e* _ _5e*
2-e¥ 2-e¥ 2-¢

2x -1 wordt dan dus 2( ) -1, herschrijven tot

1+2e* 1+2e* 2=1+2e’(+4—2<3X_ 5

2 wordt dan 2, herschrijven tot =

X + 2 wor — o + rschrijv 7o + 7o 7o 7o~
(225)

2-e*) _ 5e* 2-e*_5e*_ .«
( 5 ) 2-¢e* 5 5

2-¢e*
Dus geldt f(g(x)) = In(e*) = x.
Conclusie: g is de inverse van f.
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tweede methode verwissel in de functie van f de x en y (spiegelen in de lijn y = x) en Familie van exponentiéle functies
herschrijf toty = ...: x
22 We moeten bewijzen dat de grafiek van lijn y =% - x de grafiek van f,(x) = €2 raakt.

. 2y -1
Herleid x = In( 12 > opy

Dat wil zeggen dat de twee grafieken in hetzelfde punt dezelfde richting hebben.

- - ce2- & lez-2 ichti
o In< 2yy+21 > dus e* = 2nyr 21 herschrijf de breuk zodat er maar één y overblijft Er geldt: e > X (want raakpunt) en > 5 (want dezelfde richting)
x x

2y-1 _ 2(y+2)-5 _ 9__5 De vergelijking %ez = % oplossen geeft: e2 = e dus % =1 dus als x=2 dan hebben
y+2 y+2 y+2 y en f,(x) dezelfde richting

x_o_ 5 5 o _x __5 __5 _ . )
dus e*=2 y+2 dus y+2 = 2-e*dus y+2 7o dus y 7_or 2 dus Kijk nu of de twee grafieken door hetzelfde ;Zunt (2, y) gaan.

rechte lijn: y=Sy=2.2=¢ en £(2)=e2=¢e
ox X 2 2

y 5 _4-2e*_1+2e = g(x)

T2-e 2-¢* 2-e* Conclusie: de lijn raakt de grafiek van fin punt (2, e)

Conclusie: g is de inverse van . 23 De oppervlakte van G, is gelijk aan de oppervlakte van de rechthoek OABC min de
oppervlakte van het witte deel. De opperviakte van het witte deel is exact te bepalen met

derde methode verwissel in de functie van f de x en y (spiegelen in de lijn y = x) en . .
y (spieg jny =x) behulp van een integraal. We moeten dan eerst de bovengrens, de x-codrdinaat van B

herschrijf toty = ...:

berekenen.
. 2y -1 . . . .. f.
Herleid x = In< ;/+2 > opy x-coOrdinaat van het snijpunt van de grafiek van f; en de lijn I 1
e*=4dus x=1In(4) a4C /B
2y -1 x_ 2y-1 - . .
x=In > dus e* = > kruislings vermenigvuldigen geeft In(4) Go
v+ v+ Oppervlakte wit = j e* dx = [e*] '0"(4) =4-1=3
(y+2)-e¥=2y—-1dusy-e*+2-e¥=2y-1dus y-e¥-2y=-1-2-e*dus 0
Oppervlakte rechthoek OABC =4 - In(4)
X _ —_1-_92.a%
yler-2) 1-2-e Conclusie: oppervlakte Gy=4 - In(4) - 3 /
y_—1—2ex_1+2ex_1+2-e"_g(x) © A
Toe¥-2 T —e*+2 7 2-e¥ 24 Er wordt gevraagd naar de lengte van een horizontaal lijnstuk.
L . Gana$S,=(0,3)en S, =(In(3),3).
Conclusie: g is de inverse van f. De x-codrdinaten van de snijpunten S, en S,,, moeten bepaald worden.
21 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Voor snijpunt S, geldte” =3 dus e*=3" dus x=1In(3") =n-In(3)
R b oo sipunt 5 gl 671 =3 s = 57 s x= (3% = 0 1)1
gelxing ymp P P P ’ De horizontale afstand tussen S, en S,,; is dus (n+1) - In(3)-=n- In(3) = In(3)
Functievoorschrift rechter deel h(x) = ’In( 2;(:21 )‘ _ In( 2;(:21 ) Conclusie: de horizontale afstand tussen S, en S, is voor elke x even groot.
Functievoorschrift linker deel 25 Gevraagd wordt de opperviakte tussen lijn I: y = 4 en de twee grafieken van f, en f,, te
1 bepalen. Gebruik een schets zoals hieronder.
h(x) = |In<%>’ =—In( 2X_21 >= In( < 2X_21 ) ) = In(%) opp. G = opp. OLMC - opp. R - opp. P moet berekend worden.
X+ x* X+ X De x-codrdinaten van de punten M en punt N zijn hierbij nodig.
2x-1 _ 2x+2) -5 =2-_5 voor grote waarde van x gaat 2 — 5 naar 2 De x-codrdinaat van M: e =4 dus eX=4"*" dus x=In(4™") = (n+1)- In(4)
X+2 X+2 X+2 X+ 2

X
De x-coordinaatvan N: e” =4 dus e*=4" dus x=In(4")=n- In(4)

1 * —_
dus voor de horizontale asymptoot™ van h geldt y = In(2) oppervilakte G = oppervlakte OLMC - oppervlakte P - oppervlakte R

. X+2 \ _ X+2 _ Ay
Voor A geldt: In( 2 ] ) =1In(2) dus T 2dus x+2=4x-2 £, foet £
c N/ M, c N
. 4 4 4
Conclusie: x, = 3 |
*Opmerking: horizontale asymptoot is ook te berekenen met P \G P

x

;
, 2x=1)\ _ . 2-%\_,.(2-0)_ |
'x'm'n(—x+2)—'Xm'n<1+z)-'”(1+o>-'"‘2’ - R 4" a

Opmerking: in deze opgave is het resultaat van de vorige opgave niet gebruikt. 0 K L 0 K

x=nln(4) x=(n+1)In(4) x=nln(4)
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nin(4)
oppervilakte P = oppervlakte OKNC - oppervilakte Q = n-In(4) - 4 - j en dx
0

nin(4) x1 nin(4) nin(4)
[ 7] In(4)

oppg = j endx=|n-e"l, =n-e " -n-1=n-e
0

-n=4n-n=3n

dus geldt oppr=4-n-In(4)-3n

(n+1)In(4) 5 _x_1(n+1)In(4) (n+1)In(4)
oppg = J' el dx:[(n+1)e”” o =(n+1)e ™ —(n+1)-1=
0

(n+1)e™—(n+1)=4(n+1)=(n+1)=3(n+1)

opperviakte OLMC = (n+ 1) - In(4) - 4 = 4(n + 1)-In(4)

opperviakte G=4(n+1)-In(4)-(4-n-In(4)-3n)-3(n+1)=4-1In(4) -3

Conclusie: de oppervlakte van G, is steeds gelijk aan 4 - In(4) - 3 en dus onafhankelijk
van n.

Verzameling toppen

Bereken exact de coérdinaten van de top, dus bereken eerst f'(x) = 0

1
x-—=1"-1In(x)
In(x) dus f'(x) = X _ 1-1In(x)

X x? x?

fi(x) =

f(x)=0 als 1-In(x)=0 dus x=¢e

f(e) = In;e) = % controleer met de grafische rekenmachine

Haxirurm
WeES1BEEET Y= EETBEREYY

Conclusie: coordinaten van de top zijn (e, %)

Top bepalen, dus bereken eerst f'(x) = 0
eerste methode:

k
X+ ——=1"- In(kx) B
£(x) = In(kx) dus f'(x) = kx _ 1 - In(kx)
X x2 x2
f(x)=0 als 1-In(kx) =0 dus kx=e dus x=%
In(k- E)
e\ _ k) _Inle) 1 _ k_ _1 k_ 1
ﬂ(k)_—g Sare ——S—e—ydus y—Xwante-(£>
k k k k
Conclusie: coordinaten van de top liggen op y = 1

X
tweede methode:

f(x) =0 als 1-In(kx) =0 (zie eerste methode) dus In(kx) = 1

substitueer dit in f,(x) = % N 1

™ x

Conclusie: codrdinaten van de top liggen op y=1;
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Codrdinaten van de top zijn (% 5) en
f{x) = 1 heeft alleen oplossingen als y,,, = g >1dusalsk>e
Bepaal de kleinste hele waarde voor k zodat de afstand tussen twee oplossingen

In(kx)
X

van f(x) = =1 groter is dan 2.

Onderzoek met de grafische rekenmachine voor welke k de afstand tussen de snijpunten
A en B groter is dan 2. Plot enkele grafieken bijv.

3 Exponentiéle en logaritmische functies UITWERKINGEN

y= Y Y endelijny=1

X X
om te zien wat er gebeurt.
Nu wordt duidelijk dat een grotere waarde van k een
grotere afstand tussen A en B levert. I |‘.r

In(x) _ In(6x) _ In(10x)
B B X

In(4x)
X

y=leny= geeft als snijpunten

x=2,2en x=0,4 dus afstand AB< 2 voor k=4

In(5x) Hs
X

geeft als snijpunten |' e —

y=leny=

Inkersection
W=z.Bhzehiy V=l

x=25en x=0,3 dus afstand AB> 2 voor k=5

Conclusie: k=5 is de kleinste hele waarde waarvoor
afstand AB groter is dan 2.

Onafhankelijk van a

F, is een primitieve van f, dus andersom geldt: de afgeleide van F, moet gelijk zijn aan f,
F,(x) = x- e~® differentiéren met productregel en kettingegel

Eerst y = e~# differentiéren levert y' = e™®-—a (kettingregel) dus
F'(x)=f(x)=1-e®+x-e®-—a=1-e™+-ax-e™=(1-ax) -e™
(productregel)

Conclusie: de afgeleide van F, is gelijk aan f, dus F, is een primitieve van f,

eerste methode:
A

Oppervlakte W van deel onder grafiek berekenen met If;(x) dx,
0

daarna oppervlakte van deel V boven grafiek berekenen.

Y

0 = A x
4.0
H H %1 1.1_ .1
Opperviakte W = Jfa(x) dx = '[(1 —ax)-e ™dx=[x- e‘a"]o"’ =—.el=". 1=
) 0 a a e a-e

1o 1

i 1.1,
Oppervlakte driehoek OAB = 7 2 28

©ThiemeMeulenhoff 99



UITWERKINGEN

31

Examenbundel 2022 | 2023

Oppervlakte V = oppervilakte driechoek OAB - oppervlakte Wzé—ﬁ
1 a1
. i -1 (1 __ 1 \___ae  a__ce
Oppervlakte W: oppervlakte driehoek V = Te ( P a-e) T a- 1 1
2a a-e 2 e

Conclusie: de verhouding is onafhankelijk van a

tweede methode:

Ya
Oppervlakte van deel onder grafiek berekenen met _[fa(x) dx, daarna oppervlakte van de
0

driehoek berekenen.
Y %

Oppervlakte W= [f,(x) dx = [(1-ax)-e™dx = [x- e‘axlf =11 1L
: ? a a e a-e
i S B B
Oppervlakte driehoek OAB = 2 1 23 1
: i _ 1 .1 _e _ 1 21_2a_2
Oppervlakte W': oppervlakte driehoek OAB = 26 2a- 1 "2 1 % "o
2a

Deze verhouding opp. W: opp. OAB is onafhankelijk van a

Conclusie: de gevraagde verhouding is ook onafhankelijk van a

Symmetrisch gebied

Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: de primitieve is gegeven. De oppervlakte van het gevraagde gebied is
P

Alp) = [ flx)dx = [F(x)]°
=P

eerste methode:

Alp) =jpf(x) dx= [F(X)]‘ppz [ex_-:1 :z e”_-|1-1 - e‘;1-1 = ep_-11 * e“’1+1

Omdat ol = ol g = 71 g Ot

Alp) = ep_+1-1 * e“’1+1 - e"—41-1 * e::1 - _e1"-:jp

Dus Alp) = _e1":?lp - (epe-"-’1+)1_2 - :Zil e"_f1 =T+ ep_f1 - e"?ﬂ
2

lusie: A(p) = 1 -
Conclusie: A(p) e

tweede methode, maak gebruik van symmetrie:

p P
Alp) = [fxydx=2-[Flp=2- | ] =2 (grrg-ariy) =
0

-p

-1 1 -2 -2
. = =1 _—
(o e v U Y
. 2
C | TAlp)=1-
onclusie: A(p) 1

Opmerking: een formule voor de oppervlakte is gegeven. Deze formule kan in de volgende
opgave gebruikt worden.
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
2

eP+1

Maak gebruik van het gegeven uit de vorige opgave: A(p) = 1 -

Analyse: bepaal eerst de limietwaarde L. Noteer de vergelijking die opgelost moet worden.

L=lim(1-—

P> +1

)=1-0=1

2
1+ef

Dus moet gelden 1 - = % dus 1+e’=4dusef=3

Conclusie: de gevraagde waarde is p = In(3)

Medicijn in actieve vorm

p(t) is de formule voor de hoeveelheid medicijn die nog niet is omgezet in actieve vorm,
dus p(t) is de hoeveelheid medicijn in passieve vorm aanwezig.

Als t = tyy dan is 99% van het passieve medicijn omgezet in actief medicijn, dus is er nog
1% passief medicijn aanwezig.

Als t = tyy dan is 99% van 25 mg omgezet in actief medicijn, dus is er nog 1% van
25 mg passief medicijn aanwezig oftewel 0,01 - 25.

Dus op tijdstip t, geldt p(ty) = 25 - e ¥ = 0,01 - 25
ekt = 0,01
—k- t,5 = In(0,01) = In(10?) = =2 - In(10)

-2-In(10) _ 2-In(10) _ 4,6
=T Tk Tk

_ In(100)

Mof t99— X

Opmerking: of een gelijkwaardige uitdrukking, bijvoorbeeld tyy = k

Bereken met behulp van differentiéren, dus de afgeleide moet gebruikt worden.
Bereken, dus grafische rekenmachine mag gebruikt worden.

a(t) - 25( e—0,1-t_ e—0,4-t)

3 Exponentiéle en logaritmische functies UITWERKINGEN

a(t)=25(-0,1-e%"-_0,4.e04)
maximaal als 25(-0,1-e%"+0,4-e%%1) =0

y; = 25(-0,1- e 4+ 0,4 - e104)

2k
WeH.EZ08B1z V=0

Oplossen met Calculate, Zero levert t = 4,6

Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.

Top als t=4,6 invullen in a(t) = 25(e %"1— e %%!)levert
maximale waarde 11,8

De helft van de hoogte zit op 5,9

Opgelost moet worden 25(e™%"1— g 04%) =59

y1 - 25( e—0,1-x_ e—0,4-x)

AN

Haxirum
WEH.EZ08B1E LYS11.B1176 o

Y, =59
Oplossen met Calculate, Intersect levert t =1,0 en t= 14,3 uur

Conclusie: de FWHM is ongeveer 13 uur. /\
Opmerking: de top mag ook gevonden worden met Calculate, Max

(zie schermafbeelding) Intersection
¥=1.00BZ6EH LYZE.8 ..,
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De formule van Gompertz s 41
x'-r'zgii'ae"( -8, @15

Bereken, dus grafische rekenmachine mag gebruikt worden. {$§~==B @535+

Ga na welke vergelijking opgelost moet worden. :3;:

De helft is overleden dus 50 % leeft nog, oftewel P(t) = WHE=

50 = 119 - e %0167¢*™™ gplossen met grafische rekenmachine

levert t = 67 jaar. \

De verzekering wordt op 40 jarige leeftijd afgesloten.

Conclusie: 27 jaar na het afsluiten van de verzekering is de

helft van de polishouders overleden. prbersection ey

Bereken langs algebraische weg, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode:

119 - e—0,0161-e°'°595’ =100- em—0,0161-e°'°595’

19 - @700167¢"™ = 100 . e™ . @70016"¢"*™ dus 119 = 100 - e™ dus ™ = 1,19

dus m=1n(1,19)

Conclusie: m=0,17

tweede methode: 42

119 =100-1,19 = 100 - 19 = 100 - %1740

P(t) = 119 - 0161 _ 10( . g0/1740 . g-0.0161:¢%" _
Conclusie: m=0,17
Let op het gevraagde aantal decimalen.

100 - eo,1740—0,0161-e°'°595’

Gebruik de kettingregel.
P(t) = a-ePe"

de afgeleide van y = —b- e is y' = —b- k-e  dus P(t) = a-e?*".—b. k- e
P(t) _a-e?" . —b-k-e" Kt

= -b-k-e
P(1) 2. 0-be"

Conclusie: ¢ = -bk

Hoogwaterstanden

Bereken en rond af, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Noteer de
vergelijking die opgelost moet worden.

Gegeven a=4,3en b=1,9en f(h) =1 (gemiddeld 1 keer per jaar wordt de
hoogwaterstand h overschreden)

Opgelost moet worden 1043 = 1 dus 4,3 -1,9h=0dus h=
Conclusie: h = 2,3 meter

Opmerking: in plaats van algebraisch oplossen mag ook de grafische rekenmachine (Calc
Intersect) gebruikt worden.

=2,26

Bereken en rond af, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Als het water stijgt,
wordt de hoogte h = 2,5 vaker overschreden. Vergelijk het aantal overschrijdingen van

h = 2,4 (voor de stijging) met het aantal overschrijdingen van h = 2,5 (na de stijging).

De hoogte h = 2,4 wordt een aantal keren (k) overschreden. Als het waterniveau

met 0,1 stijgt, zal in deze nieuwe situatie de hoogte h = 2,5 hetzelfde aantal keren (k)
overschreden worden. De hoogte h = 2,5 zal in de nieuwe situatie vaker overschreden
worden dan de hoogte h = 2,5 in de oude situatie.

Oude situatie: h = 2,4 levert f(2,4) = 10431924 = 0,5495 is dus f(2,5) in de nieuwe situatie
Oude situatie: h = 2,5 levert f(2,5) = 10431925 = 0,3548 is dus f(2,5) in de oude situatie

Conclusie: h = 2,5 in de nieuwe situatie zal dus Y2ao0

03548 = 1,5 keer vaker overschreden
worden.
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Bereken en rond af, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Noteer de
vergelijkingen die opgelost moeten worden.

f(2,5) levert dezelfde uitkomst op als met de oude waarden van a=4,3en b=1,9
dus f(2,5) = 10431925 = 0,3548

In de nieuwe situatie geldt dus f(2,5) = 10”“° = 0,3548

Dus geldt a- b-2,5 =10g(0,3548) = -0,45 < a=2,5- b-0,45

Ook geldt: f(3,9) = 0,01

In de nieuwe situatie geldt dus f(3,9) = 105239 =
Dus geldt a— b- 3,9 =1log(0,01) = -2

Dus geldt a=3,9-b-2

a=39-b-2
a=25-b-0,45

Invullen levert a = 2,33
Conclusie:a=2,3en b=1,1

b25 _

0,01.

Dus }:>3,9-b—2=2,5-b—0,45<:>’|,4-b=1,55<:>b=1,11

Helderheid van sterren

Leid af, dus de waarden p =-5,6 en q = -0,4 mogen niet ingevuld worden. Noteer de
vergelijking (hier een stelsel van vergelijkingen) die opgelost moet worden.

eerste methode:

De formule L = 107%™ |evert, samen met m = 1,0 en L = 1075, de vergelijking

1078 = 10P*9, dus p + g = -6

De formule L = 1079™ |evert, samen met m = 6,0 en L = 1078, de vergelijking

1078 = 10P*%9, dus p + 6g = -8

p=-6-qinvullenin p+6qg=-8levert (-6 - q) + 6g=-8 levert 5g =-2 dus g=-0,4
Dus p=-6-g=-6+0,4=-5,6

Conclusie: p=-5,6 en g=-0,4

Let op: gebruik m = 1,0 en m = 6,0. Gebruik van (alleen) andere m-waarden leidt tot
puntenaftrek.

Opmerking: een formule voor L is gegeven. Deze formule kan in de volgende opgave(n)
gebruikt worden.

tweede methode:
Een exponentieel verband heeft de vorm L= b- g”
Gebruik (m, L) = (1,0; 1076) en (m, L) = (6,0; 1078)

10 ~=10"7en dus g = (10~ 2)5—10 5—10 04

Voor de groeifactor g geldt g° =
Dus geldt L = b- g™ = b- (10°4)" = b- 10-%4™ en neem bijvoorbeeld m = 1,0
en L=10"%om b te berekenen,

dus 106 =p- 10°4endusb— _1056

dus L = 10756 10-04m = 10*5'6*°'4m

Conclusie: p=-5,6 en g=-0,4

Let op: gebruik m = 1,0 en m = 6,0. Gebruik van (alleen) andere m-waarden leidt tot
puntenaftrek.

Opmerking: een formule voor L is gegeven. Deze formule kan in de volgende opgave(n)
gebruikt worden.
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Bereken en rond af, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
Gegeven is L = 10756-04m

m = 4,30 levert L = 10756-044.30 — 10732

m = 3,58 levert L = 10756-04358 _ 107032

Lyupperster = 10732+ 1077932 dus opgelost moet worden 107732 + 1077032 = 10-56-04m
y, = 107732 4. 10770%2
y, = 10756-04x en bijvoorbeeld WINDOW: [0, 6] x [0, 10°]

Calc Intersect levert x = 3,129

Conclusie: m= 3,1

Opmerking: een formule voor L is in de opgave hiervoor gegeven. Dit gegeven kan in deze
opgave gebruikt worden.

Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Gegeven zijn L = 10756-04m gn | = %
X

Er geldt dus 10736-04m = % dus geldt -5,6 -0,4- m = Iog(%)
X X
Omdat Iog(%) =log(C) - log(x?) = log(C) — 2 - log(x)
X

geldt -5,6 -0,4- m=log(C) -2 -log(x) dus -0,4- m=5,6+1log(C) —2-log(x) dus
_56 1 . __2 . =14 - . .

m=_07+04 log(C) ~04 log(x) =-14-2,5-10og(C) +5-log(x)

Conclusie: m(x) =-14,0-2,5-log(C) +5,0 - log(x)

Opmerking: kennis van de rekenregels betreffende logaritmes is belangrijk.

Opmerking: een formule voor m is gegeven. Deze formule kan in de volgende opgave

gebruikt worden.

Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Maak gebruik van de in de
vorige opgave bewezen formule.

is dm _dm dx . dx _ 45 4912 =6,3-10"7
Gegeven is at = dx  dr en at 1,7-10"en x=6,3-10" en

= _140-25- . (x)=dm _ 5
m(x) =-14,0-2,5-log(C) +5,0 - log(x) dus m'(x) = dx = % In(10) (want
.1

(log(x)) = X-In(10))

dm _ dm dx 5 12 5 12 5-1,7-10"

am _¢ém OX___ S5 _.197.10%=—— 2  _.17.102=—2"""

dt dx dr  x-In(10) 6,3-10"-1n(10) 6,3-10" - In(10)
dm

Conclusie: de gevraagde snelheid waarmee de magnitude verandert, is ar = 59-107°

Opmerking: kennis van de differentieerregels betreffende logaritmes is belangrijk.
Opmerking: C is een constante. Ga na wat dit voor gevolg heeft voor de afgeleide
van-2,5-log(C).

Opmerking: gebruik eventueel haakjes bij het berekenen van het quotiént.
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4 Periodieke functies

Twee benaderingen van sin(x)

Met domein [0, 7] is gegeven de functie f(x) = sin(x).
De grafiek van f snijdt de x-as in O en A en heeft als top T. Zie de figuur.

figuur

y

0 X

Gegeven is verder de tweedegraadsfunctie g(x) = ax(x — &), eveneens met domein [0, w].

In de vragen 1 en 2 nemen we a = % De grafieken van fen g lijken dan op elkaar.
Toon aan dat ook de grafiek van g door O, A en T gaat.

In O is de helling van de grafiek van g groter dan de helling van de grafiek van f.
Toon dit aan met behulp van differentiéren.

Een andere benadering voor de grafiek van f krijgen we als we a zodanig kiezen dat
lY

geldt: [(g(x) - f(x)) dx = 0

o

Bereken in dit geval de exacte waarde van a.

Twee scharnierende vierkanten

Twee vierkanten, beide met zijde 1, hebben het hoekpunt O gemeenschappelijk.

Het onderste vierkant ligt vast. Het bovenste vierkant wordt om O gedraaid; t is de
draaihoek in radialen.

In figuur 1 zijn tussen de begin- en eindstand drie tussenstanden getekend. Om de
twee vierkanten is steeds een zo klein mogelijke rechthoek getekend, met twee zijden
langs het vaste vierkant.

figuur 1

«\ :
t
0o ()

De oppervlakte R van de omhullende rechthoek is een functie van de draaihoek t.

Bereken de oppervlakte R voor t = %n.
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Voor elke waarde van t tussen 0 en %n geldt: R(t) = (1 + sin(f))(1 + sin(f) + cos(f)).

In figuur 2 is de situatie getekend voor een waarde van t tussen 0 en %n.
Toon de juistheid van de formule aan voor elke waarde van t tussen 0 en 5.

figuur 2 figuur 3

1 1

Er zijn tussen de begin- en de eindstand twee posities van de vierkanten waarvoor
R(f) maximaal is. In figuur 3 is één van die posities getekend.

Teken in figuur 3 de andere positie van de vierkantjes waarvoor R(f) maximaal is.
Licht je werkwijze toe.

Toon met behulp van differentiéren aan dat R’(0) = 3.

Lissajous-figuur

x = cos(3f)
y = sin(t)

bewegend punt. Deze baan heeft precies vier punten met de y-as gemeen.
Bereken de codérdinaten van deze punten.

De bewegingsvergelijkingen { (0 £ t < 2m) beschrijven de baan van een

Tijdens de beweging verandert de snelheid van het punt voortdurend. De hoogste

snelheid die het punt kan bereiken wordt enkele malen bereikt. Als je de beweging op

de GR simuleert, lijkt het alsof deze hoogste waarde bereikt wordt bij het passeren
van de y-as.
Toon aan dat dit niet het geval is.

106 ©ThiemeMeulenhoff

Wiskunde B vwo 4 Periodieke functies

Lemniscaat

Punt P beweegt volgens de bewegingsvergelijkingen:

x(t) = cos(f)
{y(t) = sin(t) - cos(f)

In de figuur is de baan van P getekend. Deze baan wordt lemniscaat genoemd.

met0<t<2rn

figuur

14

Tijdens de beweging passeert punt P vier keer de lijn met vergelijking y = %.
Bereken exact voor welke waarden van t dit het geval is.

Tijdens de beweging gaat P twee keer door de oorsprong O. De richtingen waarin P
de oorsprong passeert zijn verschillend.

Bereken exact de hoek tussen deze twee richtingen.
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Lissajous-kromme

De baan van een punt P wordt bepaald door de volgende bewegingsvergelijkingen:

x(t) = sin(f)
{ W(t) = sin(2t + +)

Zie de figuur.
figuur
y
11+ A
B
1 o 1X

12 Bereken de coordinaten van de snijpunten van de baan met de x-as.

P passeert de y-as steeds met dezelfde snelheid.
13 Bereken de exacte waarde van deze snelheid.

Op het tijdstip t = a bevindt het punt P zich in A en op het tijdstip t =t —ain B,

met0<a< % n. A en B liggen op een verticale lijn. Zie de figuur.
14 Bewijs dat de lengte van AB gelijk is aan sin(2a).
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Machten van sinus en cosinus

Voor elk positief geheel getal n bekijken
we de baan K, van een punt dat beweegt
volgens

x(t) = cos"(t) 1
{Y(l‘) = sin”(t) met 0<t<—mn

In de figuur zijn vier banen getekend.

Gegeven een punt P van K.

figuur
y

4 Periodieke functies

Toon aan dat de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan K; in punt P gelijk is

aan —tan*(t).

In een punt P van K heeft de raaklijn aan Kj richtingscoéfficiént —9.

Bereken de coordinaten van P.

Rechte banen

Een punt P beweegt in een baan die gegeven is door de vergelijkingen:

{x(t) = cos(a — t) + cos(t) et 0<a<n

y(t) = sin(a — t) + sin(f)

In de figuur is in een assenstelsel de cirkel

met middelpunt O(0, 0) en straal 1 getekend.

Op de cirkel is voor een waarde van a een
boog met lengte a getekend.

Teken in de figuur de plaats van het punt P
op de tijdstippent=0en t = 7.

Licht je werkwijze toe.

De beweging van P kan ook beschreven
worden door de vergelijkingen:

x(t) = 2003(%a) . cos(% a-t)

y(t) = 2sin(%a)-cos(%a —t)

door gebruik te maken van de formules: cos(t) + cos(u) = 2cos< ]

()

en sin(f) + sin(u) = 23i“( t;u) - cos

Toon dit aan.
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“)-cos(454)
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Als je voor enkele waarden van a de baan van P tekent, lijkt deze steeds een deel
van een rechte lijn door (0, 0).
Toon voor a = 2 aan dat de baan van P inderdaad een deel van een lijn y = mx is.

Periodieke beweging

Een punt beweegt zich in het Oxy-vlak volgens de vergelijkingen:

X(t) = cos(f)
{y(t) = cos(4t) — 1

Als je de baan van het punt bekijkt op het scherm van de grafische rekenmachine,
krijg je de indruk dat de punten (1, 0) en (-1, 0) zogenaamde keerpunten zijn.
Toon aan dat de snelheid in deze punten gelijk is aan 0.

Het lijkt alsof het punt zich beweegt langs de grafiek van een veeltermfunctie van de

vierde graad, dus f(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e.
Onderzoek of dit inderdaad het geval is.

Goniometrische functies

De functie fis gegeven door

f(x) = sin(x) + sin(2x) op het
domein [0, ).

In figuur 1 is de grafiek van f
getekend. Deze grafiek snijdt de
x-as tussen O(0, 0) en A(r, 0) in
het punt B.

Bereken exact de x-codrdinaat van
punt B.

Voor elke positieve waarde van a
is de functie f, gegeven door

f(x) = sin(x) + a - sin(2x) op het
domein [0, mt].

In figuur 2 is voor enkele waarden
van a de grafiek van f, getekend.

Voor een bepaalde waarde van a
heeft de grafiek van f, twee
toppen en is de x-codrdinaat van
een van deze toppen %n.

Bereken in twee decimalen
nauwkeurig de x-cootrdinaat van de
andere top bij deze waarde van a.

110
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y
24

figuur 2

y
24

N——T X
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Voor elke waarde van a waarvoor
geldt0<ac< % ligt de grafiek van

f, tussen (0, 0) en (m, 0) geheel
boven de x-as. In figuur 3 is een
dergelijke grafiek getekend.

Toon aan dat de oppervlakte van
het vlakdeel dat wordt begrensd
door de grafiek van f, en de x-as,
onafhankelijk is van a.

Kleinste amplitude

figuur 3

y
24

4 Periodieke functies

Voor elke waarde van a, met a > 1, is de functie f, met domein [0, © ] gegeven door

f(x) = T?a) - sin(x)

In de figuur is voor enkele waarden van a de grafiek van f, getekend.

figuur

Voor elke waarde van a is de grafiek van f, een sinusoide. In de figuur is te zien dat

de amplitude bij a = 2 kleiner is dan bij a = ‘I% ofa= 5%.

Er is een waarde van a waarvoor de amplitude minimaal is. De grafiek van f, bij deze
waarde van a is in de figuur gestippeld getekend.

Bereken exact de oppervlakte van het gebied ingesloten door de x-as en de grafiek
van f, met de kleinste amplitude.
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Gemeenschappelijk met de x-as

Voor elke waarde van a met a # 0 is de functie f, gegeven door

f, (x) = 2sin(ax) + sin(2ax). Het punt (%, 0) is een gemeenschappelijk punt van de
grafiek van f, en de x-as.

Bewijs dat voor elke waarde van a (met a # 0 ) de grafiek van f, de x-as in (1 0)

2
raakt.

Bewijs dat de grafiek van f, puntsymmetrisch is in het punt (%n, 0).

Achtervolging

Op tijdstip t = 0 beginnen de punten P en Q met een eenparige cirkelbeweging.
De bewegingsvergelijkingen zijn

x(t) = 5cos<%t> x(t) = 5005(1‘ + %n)

voor P: en voor Q:

y(t) = 53in(%t) y(t) = 53in<t + %n)
Hierbij is t in seconden en zijn x(f) en y(t) in centimeters.
In de figuur staat de beginsituatie op schaal getekend.

figuur

Tijdens de beweging wordt Q telkens door P ingehaald.
Bereken na hoeveel seconden Q voor het eerst door P wordt ingehaald.

Op een bepaald tijdstip heeft P over de cirkel een afstand van 20 cm afgelegd.
Teken in de figuur de plaats van P op dit tijdstip. Licht je werkwijze toe.

112 ©ThiemeMeulenhoff

Wiskunde B vwo 4 Periodieke functies

Snelheid op een baan
Voor 0 <t < is de baan van het punt P gegeven door de volgende
bewegingsvergelijkingen:
x(f) = sin(2t) + sin(f)
{ ¥(t) = cos(f)
In de figuur is de baan van P weergegeven.

figuur

y
14

o
<B

C -1
Op ¢t = 0 bevindt P zich in het hoogste punt A(0, 1) van de baan.

Op t = t bevindt P zich in het laagste punt C(0, —1) van de baan.
Tussen t = 0 en f = &t snijdt de baan de y-as één keer in het punt B.

30 Bereken exact de snelheid van P in punt B.
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Sinusoide met perforaties

De functie f wordt gegeven door:

_ 1+ cos(2x)
fix) = cos(x)

We bekijken in deze opgave alleen het deel van de grafiek van f voor 0 < x < 27.

De grafiek van fis een sinusoide met perforaties. In de figuur is de grafiek van f
weergegeven. De perforaties van de grafiek zijn in de figuur niet aangegeven.

figuur

y

31 Bereken exact de codrdinaten van de perforaties van de grafiek van f.

Tussen twee sinusgrafieken

De functies f en g zijn gegeven door f(x) = sin(x) en g(x) = sin(x + %n).
In de figuur zijn de grafieken van f en g getekend op het domein [0,2x].
De grafieken van f en g snijden elkaar op dit domein bij x = %n in het punt A en

bij x = %n in het punt B. Zie de figuur.

figuur
Y A
1t g
vV
0] b 21 X
S
14 B

V is het vlakdeel dat tussen A en B wordt ingesloten door de grafieken van fen g.

32 Bereken met behulp van primitiveren de oppervlakte van V.
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Wiskunde B vwo HINTS

Hints bij hoofdstuk 4

Geef aan de hand van f(x) de codrdinaten van O, A en T en laat zien dat g(x) ook
door deze punten gaat.

Bepaal eerst de hellingen met behulp van differentiéren. Dus bepaal f'(0) en g’(0).

Exact, dus grafische rekenmachine mag niet gebruikt worden. Bepaal eerst de
primitieve functies.

Maak een tekening van de bedoelde stand en bereken de lengtes van de
belangrijke lijnstukken.

Maak een tekening van een willekeurige stand. De gegeven formule doet denken
aan lengte keer breedte.

Product van / en b is maximaal, dus / en b zijn inwisselbaar.
Gebruik de productregel en vul t=0 in.

Snijpunten met de y-as, dus bereken eerst x = 0.

Snelheid = v(t) = y(x'())2+ (y’(1))?. Het is voldoende om bijvoorbeeld voor één
waarde aan te tonen dat de hoogste snelheid niet wordt bereikt bij het passeren
van de y-as.

Bedenk welke vergelijking opgelost moet worden en maak gebruik van een
verdubbelingsformule. Zie formuleblad.

Bereken eerst voor welke waarden van t de grafiek door de oorsprong gaat.

y
o

Helling =

Welke vergelijking moet je oplossen?
Begin met het bepalen van de formule voor de snelheid.
De verticale afstand is gelijk aan y(a) — y(n — a)

y'(1)
x'(t) ~
je voor tan(x) kent.

Bepaal eerst

... (maak gebruik van de kettingregel) en bedenk welke formule

Welke vergelijking moet worden opgelost?
Vul voor t=0en t=m in en bepaal de plaats van deze punten.

Bedenk welk formule je kent om cos(t) + cos(u) te herschrijven.
Vul voor a = 2 in en maak gebruik van % =m

Laat door invullen zien dat x’(t) en y'(t) is 0 in deze punten.
Herschrijf cos(41) met behulp van de verdubbelingsformule: cos(2A) = 2cos?(A) — 1

Maak een vergelijking en los deze algebraisch op. Bedenk welke formule je kunt
gebruiken.

Top, dus afgeleide gelijk stellen aan 0 voor de gegeven waarde van x en daarmee
eerst a berekenen.

Bepaal de primitieve en laat zien dat hier een constante uit komt.

a
In(a)
De x-as raken, dus f(%) =0 (gegeven) en f’(%) =0 (berekenen).

De amplitude is . De amplitude is minimaal als de afgeleide is 0
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 4

27 Puntsymmetrie in (%n,O) dus geldt: f(%n -b) = —f(%n + b). Twee benaderingen van sin(x)
28 Maak gebruik van de hoeksnelheid of los op X = xq €N ¥ = Yo 1 Geef aan de hand van f(x) de coérdinaten van O, A enT en laat zien dat g(x) ook door deze
29 Omtrek cirkel = 2nr punten gaat.

f(0) = sin(0) =0 dus O(0, 0)

f(%n) = sin(%n) =1dus T(%n, 1)
f(rr) = sin(n) = 0 dus A(r, 0)
gl0)="2%.0.(0-n)=0

T

30 Bereken eerst de t-waarde van B. Snelheid = +/(x")?+(y’)%.

31 Perforatie, dus teller en noemer van het quotiént moeten tegelijkertijd 0 zijn.

32 Oppervlakte van gevraagde gebied is T(f(x) - g(x))dx = [F(x) - G(x)] =

1 ) -4 1 1 -4 1 472
—TT = — " —7 " —T—T —} -——n=—=1
9(2 2 2 (z7-7) 22 2 ap?
gm="5 - (n-m="2--0=0
T

TEZ

Conclusie: de grafiek van g gaat door de punten O, Aen T

2 Bereken de helling van de grafiek van f en de helling van de grafiek van g en trek de
conclusie. Met behulp van differentiéren, dus zonder grafische rekenmachine.
f'(x) = cos(x) en helling = f'(0) = cos(0) =1

2
ax ~4x’ , 4x _ -4

g(X)=—2 -(X—TE): . -4 4 —-8x 4
Iy Iy

> x2+3 . xen glx)=—F 2x+==""+—
n b T b b b B

en helling = g'(0) = % = 1,27

Conclusie: de helling van de grafiek van g is groter dan de helling van de grafiek van f.

3 Exact, dus zonder grafische rekenmachine.
j(g(x) - f(x))dx = j(ax(x— 1) —sin(x)) dx:J'(ax2 — anx —sin(x)) dx
0 0 0

De primitieve van ax? is %ax3

De primitieve van anx is %anxz

De primitieve van sin(x) is —cos(x)

N H
f(g(x) —f(x))dx= %ax3 —%anx2 +cos(x)| = %an3—%an - 2 + cos(n) — cos(0) =
0 0
1,3 1,3 __ 1.3, o_
Fam - an +-1-1= gan + 2=0
dus Lar®=-2 dusar®=-12 dus a=-—"2
6 3
Conclusie: a = _132
T
Twee scharnierende vierkanten M
4 t= % 1t dus t = 45° zie tekening hiernaast
C
In driehoek ABC geldt AB = %\/E en AC = %\E
Lengte /= ND= AB + 1 en breedte b= NM=NA+2 - AC A 45\ /45°
opp R=1+b=(1+1V2)(1 + 147 + 142) = B
1
(1+232)(1 +12) !
Conclusie: opp R=2 + 1%\/5 N 1 D

Afgeronde waarde is ook toegestaan.
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eerste manier:

Het is voldoende om bijvoorbeeld voor één waarde aan te tonen dat de hoogste snelheid
niet wordt bereikt bij het passeren van de y-as. Bekijk bijvoorbeeld met behulp van TABLE,
of er voor t-waarden in de buurt van t-waarden uit de bovenstaande opgave een grotere
waarde van v verkregen wordt.

5 Let op: de formule moet ontwikkeld worden en dus niet
verklaard worden. Gebruik de tekening hiernaast.
opp = /- ben /en b moeten uitgedrukt worden in t.
I=1T+sen b=1+c+s
s = sin(t) en ¢ = cos(t)
dus /=1 +sin(t) en b=1+ cos(t) + sin(t)

1) =v(2r) = 1) = 5n) = A 1
Conclusie: opp =/- b= (1 +sin(f)) - (1 + cos(t) + sin(t)) V(6n) v(Gn) V<1 6n) v(1 Gn) 31225 Tig *1228
11 ~0,5236 20 %1%%5
5L =05 | £1555
E2 z1z2z8
formule y = \/(9(sin(3x))? + (cos(x))?) invoeren gets | E=teel

tabel instellen op startwaarde 0,516 en stapgrootte 0,001 #=.919
geeft het volgende scherm.

6 opp=1-bis maximaal. Delen de b zijn Hier is te zien dat bijvoorbeeld
inwisselbaar, kunnen dus in de tekening 1
van plaats verwisseld worden. Om de tweede v0,519) > V(Fn) want 3,1229 > 3,1225
situatie te bereiken moet de gegeven tekening N N Conclusie: de maximale snelheid wordt niet bereikt bij het passeren van de y-as.
gespiegeld worden in de stippellijn, zie tekening. N
NA?L b , tweede manier:
I NN formule y = \}(9(sin(3x))2+(cos(x))2) invoeren
N
\ bijvoorbeeld WINDOW [0, 6.28]x[0, 4]
1 N NER maximum bepalen met de grafische rekenmachine levert
7 de grootste waarde y = 3,1229 voor O e asgaiiaat
7 Gebruik de productregel, en vul t = 0 in. < b > x = t=0,518 of 1= 2,623 of 1= 3,660 of {~ 5,765

Deze t-waarden zijn ongelijk aan de t-waarden van de snijpunten met de y-as.

Alf) = (1 +sin(f) - (1 + cos(1) + sin(1) Conclusie: de maximale snelheid wordt niet bereikt bij het passeren van de y-as.

R'(tf) = cos(t) - (1 + cos(t) + sin(t)) + (1 + sin(t)) - (=sin(t) + cos(1))
R'(0)=1-(1+1+0)+(1+0)-(0+1)=3

Conclusie: R’(0) =3 Lemniscaat

10 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: noteer de vergelijking die opgelost moet worden. Denk aan de (gegeven)
formules voor de goniometrie.

Lissajous-figuur

8 Shijpunten met de y-as dus x=0 dus cos(3t) =0 met0<t<2n

cos(3t) =0 dus 3t= %n + kn met k een geheel getal
-1 1
t=gm+ k3 n dus

Opgelost moet worden y = sin(t) - cos(t) =%
Omdat 2 - sin(t) - cos(t) = sin(2t) geldt sin(t) - cos(t) = % -sin(2t)

1. 4i 1 i -1
dus 7 sin(2t) = zen sin(2t) =

N

-1 e =2 =1L =11 =12
t= 6noft_ g = 2noft 6noft 161toft 12noft 16n 2t=%n+2knof2t=%n+2kn
Opvallend is dat er 6 waarden van t berekend zijn terwijl er 4 punten gevraagd worden. Dus t= 11—211: + kr of t = %n + kmt
Bij het berekenen van de bijbehorende y-codrdinaten zal blijken dat verschillende waarden . 1 _ 5 a1 45
van t eenzelfde snijpunt met de y-as opleveren, met slechts 4 snijpunten als resultaat. Conclusie: te [0, 2n] dus t=q5m of t=gzmof t="15mof 1=175n
. =5 1
. g T en t= 6" leveren (0, ) 11 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
t= 1%1: ent= 1%15 leveren (0, —%), Analyse: P gaat twee keer door de oorsprong. Bereken de waarden van t c;l:e daarbij
horen. De daarbij horende richtingen worden berekend met behulp van y’ .
t= %n levert (0, 1) en t= 1%1‘5 levert (0, -1) Noteer de vergelijkingen die opgelost moeten worden.
Opgelost moet worden x = cos(t) = 0 en y = sin(t) - cos(t) = 0 met t e [0,2r]
9 Bepaal eerst V(t) = \(x'(1)2+ (y'(1))? x=coslt) =0 of y=sin(t) - cos(t) =0
= 1 = l i = =
x(t) = cos(3t) dus x’(t) = -3 sin(31) t=5mof t=13m sin(t) = 0 of cos(t) =0

- =l t= =11 =
y(t) = sin(t) dus y'(t) = cos(f) t—O,t—zn,t m, t 12noft 21

V(1) = \(=3sin(31)? + (cos(1))? = 9sin2(31) + cos?(1)

Dus P gaat door de oorsprong als t = %n of t= 1%11
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’

Richtingen worden berekend met behulp van 4

<
x' = —sin(t) en y’ = —sin?(t) + cos?(t) (berekend met behulp van de productregel)
’ ein2 2 _
t=1n levert y, = —Sin (t)_+cos () =140 _4 dus hoek met positieve x-as is 45°
2 X —sin(t) -1
’ _ain2 2 _
t=11n levert L L (t),+ cos” 1) ==1+0 _ _1 dus hoek met positieve x-as is
2 X —sin(t) 1

135° (of —45°)
Conclusie: gevraagde hoek is 90°
Lissajous-kromme

Snijpunt x-as dus y(t) =0 dus sin(2t+ %n) =0
2t+%n =0+kn

-_1
2t= 3n+krr

-_1 1
t=—gm+okn

-2 =5 _8 _n_ ) L

dus t= s of t= 5" of t= eT of t= & " invullen in x(t) = sin()
Conclusie: (343, 0), (1, 0), (-3, 0) en (- 0)
of

sin(2t + %n) = 0 oplossen met de grafische rekenmachine en bijvoorbeeld intersect

levert t=-0,52 of t=1,056 of t=2,62 of t=4,19 invullenin x(t) = sin(t)
Conclusie: (-0,5; 0), (0,87; 0), (0,5; 0), (-0,87; 0)

Snelheid, dus gebruik V(t) = \(x'(1))?+ (y'(8))?

snijpunt y-as dus x(t) =0 dus sin(f) =0 dus t=0 of t==
x'(t) = cos(f) dus x'(0) =cos(0) =1

y’(t)=2-cos(2t+%n) dus y'(0)=2- cos(%n)=1

vt) = 17412 =2

Conclusie: de exacte waarde van de snelheid is 2.

De verticale afstand tussen de punten A en Bis gelijk aan y(a) — y(n - a)

yla) - yln-a) = sin(2a+%n) -sin(2(r - a) +%n) = sin(23+%n) - sin(Z%n— 2a)
er geldt:

o sin(23+%n) =sin(2a) - cos(%n) + cos(2a) - sin(%n) (zie formuleblad) en

. sin(Z%n— 2a) = sin(%n— 2a) = sin(%n) - cos(2a) - cos(%n) - sin(2a)

° cos(%n) = %
dus y(a) - y(r-a) = sin(2a+%n) - sin(Z%n— 2a) =
(sin(Za) - cos(%n) + cos(2a) - sin(%n)) - (sin(%n) -cos(2a) - cos(%n) - sin(2a)) =

sin(2a) - cos(%n) ——cos(%n) - sin(2a) = % - sin(2a) +% - sin(2a)

Conclusie: y(a) — y(n — a) = sin(2a)
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Machten van sinus en cosinus

x(1) = cos®(1)
Vi K. Id
oor Kg ge t {y(t) _ Sine(t)
y'(1)
x'(t)

De richtingscoéfficiént van de raaklijn wordt gegeven door

Omdat x'(t) = —6 - cos®(1) - sin(t) en y(t) = 6 - sin®(1) - cos(t) geldt dus:

y'(t) _ 6-sin%(t) - cos(t) _ —sin*(1)

— _4an4
x'(t) © -6-cos®(t) - sin(t)  cos*(t) tan’()

Conclusie: de richtingscoéfficiént is gelijk aan —tan*(t)

De richtingscoéfficiént is gelijk aan -9 dus
—tan®(#) = -9 dus tan(t) =49 = 9°% =3
Er geldt dus t = %n = 1,0472

Conclusie: de coordinaten van P zijn (é, %) of (0,0156; 0,4219)

Rechte banen

Wlt=0ent=min.

t=0 levert

x(0) = cos(a) + cos(0) = cos(a) + 1
y(0) = sin(a) + sin(0) = sin(a)

Het getekende punt schuift 1 naar
rechts (A”).

4 Periodieke functies UITWERKINGEN

t=n levert

x(n) = cos(a-mn) + cos(n) = —cos(a) - 1
y(n) = sin(a - ) + sin(n) = —sin(a)

Het getekende punt wordt gespiegeld
in de oorsprong (A”) en 1 naar links
geschoven (A™).

Gebruik de formules voor cos(u) + cos(t)
en sin(u) + sin(t) om x(t) en y(t) te herschrijven.

cos(u) + cos(t) = 2cos(%t> .cos< Uz—t)

sin(u) +sin(t) = 25in< “; t) . cos( u2— t)

neem u=a-t dan geldt:

x(t) = cos(a—-t) + cos(t) = 2cos<%> - cos <$) = 2003(%3) . cos(%a—
y(t) = sin(a— 1) +sin(t) = 23in< (a—2t)+ t) -cos< (a—2t)— t) = 2sin(%a> . cos(%a— t

Vul a = 2 in bij de formules uit het vorige onderdeel.
x(t) = 2cos(1) - cos(1 - t) en y(t) = 2sin(1) - cos(1 - 1)
y(t) _ 2sin(1) - cos(1-1) _ sin(1)

omdat ——- = = = m is constant

x(t)  2cos(1) - cos(1-1t)  cos(1)
Conclusie: punten Pliggen op een deel van de rechte y = mx met m = :;r;((l)).
©ThiemeMeulenhoff 121

t

)



UITWERKINGEN Examenbundel 2022 | 2023 Wiskunde B vwo 4 Periodieke functies UITWERKINGEN

Periodieke beweging 23 In twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Top, dus afgeleide
gelijk stellen aan 0
20 Keerpunt: de snelheid is 0 dus x’(t) =0en y’(t)=0 f(x) = sin(x) + a-sin(2x)
In (-1, 0) geldt cos(t) =1 en cos(4t) =1 =0 #tr=costTy  [Mr=costhTio f'(x) = cos(x) +2- a- cos(2x)

cos(t)=-Talst=m - _5 5.y 5 4. 10y _
voor t = 1 geldt cos(4t) - 1 = cos(dn) — 1 = 0 Eris een topvoorx—ﬁndus f(6n)-cos(6n)+2 a cos(sn)—O
In (1, 0) geldt cos(#) = 1 en cos(4t) -1 =0 V\} —% 3+2-a-%=0dusa=%\/§

cos(t)=1alst=0 = = si 13 . si
voor t =0 geldt cos(4t) -1 =cos(0)-1=0 §§2 V=i flx) =sinx) + Z\E sin(2x]

N/
x’(t) = -sin(t) en y'(t) = -4sin(4t) f'(x) = cos(x) +2- %\/—3_ - cos(2x) = cos(x) ++3 - cos(2x) \/ \/
voor £=0 geldt: cos(x) +3 - cos(2x) =0
x’(0) =-sin(0) =0 en y’(0) = -4sin(0) = 0
voor t =1 geldt: Oplossen met behulp van grafische rekenmachine levert x = 0,96
x’(rn) = =sin(n) = 0 en y’(n) = -4sin(n) = 0 Conclusie: x = 0,96
Conclusie: de snelheid in beide punten is 0.

ek
W=.8EExiea: Y=0

24 Oppervilakte berekenen met
21 x(t) = cos(t) en y(t) = cos(4t) — 1 is dan te schrijven als Opperviakte = J-( sin(x) + a- sin(2x) ) dx = [—cos(x) —1acos(2x)]n _
0

y=ax*+bx+cx+dx+e : 2
gebruik de verdubbelingformule cos(41) = 2cos?(21) — 1 M-l a1)—(<1-1.a.1)=2
y(t) = cos(4t) — 1 = 2cos?(2t) — 1 — 1 = 2cos?(2t) — 2 2 2 B
gebruik nogmaals de verdubbelingformule cos(21) = 2cos?(t) — 1 Conclusie: de oppervlakte is constant dus onafhankelijk van a
y(t) = 2(2cos?(1) - 1)2 - 2 = 8cos*(1) - 8cos’(1)
Er geldt nu:
y = 8x* — 8x? en dit is een veeltermfunctie van de vierde graad. Kleinste amplitude
25 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Goniometrische functies Minimale amplitude dus afgeleide van amplitude = In?a) gelijkstellen aan 0 (gebruik
22 Exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Ga na welke vergelijking quotiéntregel)
opgelost moet worden. amplitude = %
eerste methode: gebruik sin(2x) = 2sin(x)-cos(x) nia In(a)-1-a- A In(a) - 1
sin(x) +sin(2x) =0 Dus minimale amplitude als amplitude’ = 3 a - _2 =0 dus
sin(x) + 2 -sin(x) - cos(x) =0 (Ina)) (In(a))
sin(x) - (1+2-cos(x))=0 In(a)=1dusa=e
sin(x) = 0 of cos(x) = —% De functie met de kleinste amplitude is dus: £, (x) = In?e) -sin(x) = e - sin(x)
) .
Conclusie: x = g Oppervlakte = J(e -sin(x)) dx = [-e - cos(x)]g =-e--1-(-e-1)=2e
tweede methode: gebruik de formules -sinA = sin(-A) én sin(A) = sin(B) dan geldt 0
A=B+2kn of A=n - B + 2km Conclusie: gevraagde oppervlakte is 2e
sin(x) = —sin(2x)
sin(x) = sin(-2x)
X =-2Xx+ 2kn of x=n-(-2x) +2kn Gemeenschappelijk met de x-as
3x = 2kn of —-X =T+ 2kn
= % P of X = 1+ 2k 26 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Conclusie: x = %n De x-as raken, dus moet tegelijkertijd gelden f(%) =0 en (%) =0
Omdat gegeven is dat (%,0) een gemeenschappelijk punt is van f, en de x-as, hoeft
f(g) = 0 niet bewezen te worden. Te bewijzen: f’(%) = 0 klopt voor iedere waarde

van a.
f,'(x) = 2a- cos(ax) + 2a- cos(2ax)

f,'(Z) =2a-cos(a-Z)+2a-cos(2a-Z) = 2a-cos(n) +2a-cos(2n) =2a--1+2a-1=0

Conclusie: f,"(Z) = 0 klopt voor iedere waarde van a, dus de grafiek van f, raakt voor
elke waarde van a de x-as.
Opmerking: aantonen voor enkele waarden van a dat 1;’(%) =0, levert geen scorepunten op.
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27 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

4 Periodieke functies UITWERKINGEN

30 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: in de tekst worden punt B en snelheid genoemd. Bereken eerst punt B en x’en y’.

Examenbundel 2022 | 2023

Snelheid op een baan
Bij puntsymmetrie in (%n,O )geldt: f(%n— b) = —f(%n+ b)
Bekeken wordt f, dus hier geldt a = 2

Puntsymmetrisch in (%n,o), dus moet aangetoond worden f(%n—p) = —f(%n+ p)
oftewel f(Jn—p) + 3+ p) =0

We herschrijven eerst f(%n— p)

f(3m—p)=2sin(2-(3n-p)) +sin(4- (3n-p)) = 2sin(x-2p) +sin(2n - 4p)
Omdat 2 sin(r—2p) = 2sin(2p) en sin(2r - 4p) = —sin(4p) geldt:

eerste methode:

Coordinaten van B: x = 0 dus sin(2t) + sin(t) =0
2sin(t)cos(t) + sin(t) =0

sin(t) - (2cos(t) + 1) =0

sin(t) = 0 of cos(t) = —% en0<t<n

t=00ft=noft=%n

1 _ _ dus in Bgeldt t=2n

f(fn—p)=23|n(2p)—sm(4p) 3

. 1 x(t) = sin(2t) + sin(t) en dus x'(t) = 2cos(2t) + cos(t)
We herschrijven daarna f(§n+ p)

"2 1 2 1 1 1
en x'(5m) =2cos(15m) +cos(5m)=2-—+—5=-15
f(%n+p)=25in(2-(%n+p))+sin(4-(%7t+p))=2$in(n+2p)+sin(21't+4p) (3 ) ( 3 ) (3 ) 2772 2

y(t) = cos(t) dus y'(t) = —sin(t) en y’(%n) = —sin(%n) = —% 3

Deze waarden invullen in de formule voor de snelheid levert:

e - (1) (1) g5

Conclusie: de snelheid in punt Bis V3

Omdat 2 sin(nt+2p) = -2 sin(2p) en sin(2n + 4p) = sin(4p) geldt:
f(%n+p) =-2sin(2p) +sin(4p)

f(%n—p) + f(%n+p) =(2sin(2p) —sin(4p)) +(-2sin(2p) +sin(4p)) =
2sin(2p) —sin(4p) —2sin(2p) +sin(4p) =0

Conclusie: f, is puntsymmetrisch in (%n,o) tweede methode:
Coordinaten van B: x = 0 dus sin(2t) + sin(t) =0
sin(2t)= —sin(t) = sin(-t) enen 0<t<r
2t=-t+2k -t of 2t=nt-—t+ 2k ®
3t=0+2k-m t=n+2k-m
t=0+%k-n t=m (punt C)

Opmerking: aantonen dat sin(t —2p) = sin(2p) kan ook met de goniometrie formules van
het formuleblad: sin(t- u) = sin(t) cos(u) — cos(t) sin(u)

Opmerking: aantonen voor één of enkele waarden van p dat fz(%‘rc -p)+ fz(%n +p)=0,
levert geen scorepunten op.

dus in Bgeldt t= %n (t=0is punt A)

Achtervolging x(t) = sin(2t) + sin(t) en dus x'(t) = 2cos(2t) + cos(t) en

28 Bereken, dus grafische rekenmachine mag gebruikt worden. X'(%TE) =2cos(1 %n) + cos(%n) =2- —% + —% = —1%
Samenvallen,ﬂdus XP(tZ) = x,(1) :an teiehjkel’tljd y;(()t) = yolt) y(t) = cos(t) dus y'(t) = —sin(t) en y'(%n) = —sin(%n) = —% 3
Dit geldt als 451= 1+ 37 dus 351= 3 dus t=-3"m ~ 20,9 ~ 21 seconden Deze waarden invullen in de formule voor de snelheid levert:

of
Ny 2 _4(120) 4 (1 2_Ja,3_
P draait rond met hoeksnelheid van 4 rad. X+ (y) = <1 2 ) + (2 \E) i V3

10 Conclusie: de snelheid in punt Bis 3
Q draait rond met hoeksnelheid van 1 rad. P loopt dus per sec 11—0 rad sneller dan Q uste: iain pu !
2

P moet 3

n rad inlopen op Q.
2. Y]
Benodigde tijd is 3T seconden
10
Conclusie: Q wordt na ongeveer 21 seconden
voor het eerst door Pingehaald.

22994\

29 De omtrek van de cirkel is 10 centimeter.
Er is over 20 cm gedraaid.

De bijbehorende hoek is dan 20 . 3600 ~ 229°,
107 P
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31

32

Sinusoide met perforaties

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: perforatie, dus teller en noemer van het quotiént moeten tegelijkertijd 0 zijn.
Opmerking: houd rekening met het herschrijven van cos(2x)

Perforatie dus 1 +cos(2x) =0 en cos(x) =0 dus
cos(2x) = -1 en x=%n+kn
2xX =1+ 2kn

x=%n+kn

1

Dus perforatie als x = 5

-11
n:ofx_12n'

1+2cos?(x) -1

Omdat cos(2x) = 2cos?(x) — 1 geldt f(x) = +1=2cos(x) +1

cos(x)
1 1
(met x # 7T of x # 1§n)
lim f(x) = lim (2cos(x) + 1) =1en lim f(x) = lim (2cos(x) +1) =1
x—>En x—)%n x—1 57[ x—1 %1[

Conclusie: perforaties bij (%n, 1) en (1%1:, 1)

1

Opmerking: invullen van x = 5

mofx= 1%1: in f(x) levert y = %+ 1 op, is dus niet
toegestaan.

Tussen twee sinusgrafieken

Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.

Let op: met behulp van primitiveren dus primitieve moet opgesteld worden.
Let op: opperviakte van gevraagde gebied is F(x) — G(x).

Primitieve van f(x) = sin(x) is F(x) = —cos(x)

Primitieve van g(x) = sin(x+%n) is G(x) = —cos(x+%n)

De grafieken snijden elkaar bij x =%n en x=%n (gegeven)

A

3
Oppervlakte van V = j(sin(x) —sin(x+%n)) dx = |-cos(x) ——cos(x+%n) =
1

ET(

[X1ES
a

w|=
A

1 1 1 Ty _1__1_
(mmgtg)-l-g-g)=1--1=2

Conclusie: oppervlakte gevraagde gebied is 2
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Een gelijkbenige, rechthoekige driehoek met
daarin een cirkel

Gegeven is de gelijkbenige, rechthoekige driechoek OAB, met rechte hoek O en lengte
rechthoekszijde a. In deze driehoek past de ingeschreven cirkel ¢, met straal r en
middelpunt M.

De cirkel raakt de zijde ABin R, OAin Pen OB in Q.

Druk a uitin r.

Spiegelen

In een assenstelsel snijdt lijn m de x-as in punt A(a, 0) en de y-as in punt B(0, b).
Hierbijisa>0en b> 0.

Laat zien dat% + % = 1 een vergelijking van m is.
Het punt O(0, 0) wordt gespiegeld in de lijn m. Het spiegelbeeld van O is het punt P.
De oppervlakte van vierhoek OAPB is gelijk aan a-b. De oppervlakte van de rechthoek
waarvan de zijden evenwijdig met de diagonalen van vierhoek OAPB zijn, is derhalve
2ab. Dit is meetkundig of algebraisch te bewijzen.

—_— —
Bewijs algebraisch dat geldt: |OP| : |AB| = 2ab.

Twee cirkels die elkaar raken

Gegeven is cirkel ¢, met straal 1 en middelpunt M
en cirkel ¢, met straal 3 en middelpunt N en twee
raaklijnen aan de cirkels. De twee cirkels raken
elkaar.

B, C, D en E zijn de raakpunten van de cirkels
met de raaklijnen en A is het snijpunt van de
raaklijnen.

Bereken de afstand van E tot A.

Sinusregel en cosinusregel

Gegeven is de driechoek ABC met ZB = 35° en ZC = 125° en zijde AB = 8.
Bereken de lengte van zijde BC.

Gegeven is de driechoek ABC met oo = 40° en a = 10 en b = 14. Er zijn nu twee

driehoeken mogelijk.
Bereken voor beide driehoeken de lengte van de zijde ¢ en de bijbehorende hoek f.
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Driehoek in cirkel Twee punten

In een assenstelsel liggen de punten A(4, 0) en B(0, —2) op de cirkel met vergelijking Gegeven zijn de punten A(-2, 3) en B(6, 7).
X+ (y—3)7=25 In figuur 1 zijn op de y-as de punten P en Q getekend waarvoor geldt dat

ZAPB = ZAQB = 90°.
We bekijken in deze opgave driehoeken ABC met punt C op de grote cirkelboog AB.
Zie de figuur. figuur 1

figuur

10 Bereken exact de codrdinaten van P en Q.

In figuur 2 is de lijn door A en B getekend. Ook is een cirkel getekend met middelpunt
M(-3, 0). Deze cirkel snijdt de lijn door A en B in de punten R en S met RS = 6+/5.

o A X
figuur 2
B y
B
Er zijn twee plaatsen van C op de cirkel waarbij driehoek ABC een rechthoekige S
driehoek is.
7 Bereken exact voor één van deze twee plaatsen de codrdinaten van C. /A
Voor een bepaalde plaats van C op de cirkel is driehoek ABC een gelijkbenige
driehoek met top A, dus met AB = AC. R M O x
8 Bereken exact de codrdinaten van C waarvoor dat het geval is.
Loodrecht, twee cirkels

De twee cirkels ¢, : x> + y* =4 en ¢, : (x — a)* + y? = 4 met middelpunten
respectievelijk O en M, snijden elkaar loodrecht in punt S, met S in het eerste
kwadrant.

9 Bereken exact de x-codrdinaat van punt M.

11 Bereken exact de straal van de cirkel.
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Parabool en cirkel Vierkant op een driehoek
Gegeven zijn het punt F(0, 4) en de parabool met vergelijking y = %xz + 2. Gegeven zijn de punten O(0, 0) en A(2, 0) .
Punt P op de parabool ligt rechts van de y-as en heeft x-codrdinaat p. Punt P beweegt over de halve cirkel met middelpunt O en straal 2 volgens de
De cirkel ¢ met middelpunt F gaat door P. bewegingsvergelijkingen
In figuur 1 is deze situatie voor een bepaalde waarde van p getekend. x(t) = 2 cos(t)
. met0<t<m
{wo=2amn

figuur 1
Tegen de zijde AP van driehoek OAP ligt een vierkant ARQP. Dit vierkant ligt buiten

Y driehoek OAP. Punt S is het snijpunt van de diagonalen van vierkant ARQP.
In figuur 1 is de situatie op de tijdstippen t = 1 en t = 2 weergegeven.
C
figuur 1
t=2
F 0
P
t=1
0 > 0 R
P P,
Voor de lengte van de straal FP van de cirkel geldt: FP = %pz + 2.
R
12 Bewijs dit.
Punt P’ is de loodrechte projectie van P op de x-as en lijn m is de middelloodlijn van 0 4 0 4
lijnstuk PP".
Afhankelijk van de positig van punt P op de p_arabpol hebben ¢ en m nul, één of_ twee . 1 + cos(t) + sin(t)
punten gemeenschappelijk. In figuur 2 is de situatie getekend waarin m en de cirkel Er geldt: OS = 1 f) + sin(t
elkaar op de y-as raken. — cos(t) + sin()
14 Bewijs dit.
figuur 2
In figuur 2 is een deel getekend van figuur 2

de baan waarover S beweegt tijdens
de beweging van punt P.
Figuur 2 doet vermoeden dat
de baan van S een cirkel is met
F middelpunt M(1, 1).
15 Beuwijs dat de afstand van S tot
het punt M(1,1) constant is.

m

13 Bereken exact de waarde van p voor de in figuur 2 getekende situatie.
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Een driehoek draaiend over een cirkel

Gegeven is de cirkel met vergelijking figuur 1
(x = 1)? + y? = 1. Voor elke waarde van a is

gegeven de lijn met vergelijking y = ax. y
Elk van deze lijnen snijdt de cirkel in twee

punten, namelijk in O en S. De codrdinaten S,
van S zijn afhankelijk van a.

— —>
De vector SP is het beeld van SO bij een P

Examenbundel 2022 | 2023

rotatie om S over 90°. Zie figuur 1, waarin ook o
driehoek OPS is weergegeven.
Voor de codrdinaten van P geldt:
Xo = 2a+2 _2a-2
P a2+ a?+1

enyp

16 Bewijs dat deze formules voor x, en y, correct zijn.

Bij elke waarde van a hoort een positie van P. In figuur 2 en figuur 3 is voor twee

waarden van a deze positie getekend. Als a varieert, beweegt P over een cirkel door O.

Deze cirkel is gestippeld getekend.

figuur 2 figuur 3
y y
~_F
//’/ T~
ol N 0
\ X /
/4
/ \\ //
/, \ /
/, \ /
/ \ / \
\ | \
\
{ | ! I
| |
I
| [ | 1
| | | /
! / \ /
\ / \ /
\ )/ \ /
N J N J
N , N L
N il N -
\\\\ /// \\\\ A\ 7
— - ——p

17 Stel van de gestippelde cirkel een vergelijking op.

Er is een waarde van a waarvoor x, maximaal is.
18 Bereken exact deze waarde van a.
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Vier vierkanten

Gegeven zijn twee vierkanten, één figuur 1
met zijde p en één met zijde g. De
vierkanten hebben één hoekpunt
gemeenschappelijk.

De hoeken die de zijden van de
vierkanten met elkaar maken in het
gemeenschappelijke hoekpunt noemen
we o en B. Zie figuur 1.

Figuur 2 is een uitbreiding van figuur 1. Er zijn twee vierkanten toegevoegd:

— een vierkant met zijde r dat met elk van de vierkanten uit figuur 1 één hoekpunt
gemeenschappelijk heeft;

— een vierkant met zijde s dat met elk van de vierkanten uit figuur 1 één hoekpunt
gemeenschappelijk heeft.

figuur 2

In figuur 2 zijn de vierkanten met zijJden p en q lichtgrijs gekleurd; van elk van de
vierkanten met zijden r en s is de helft donkergrijs gekleurd.

Bewijs dat de totale oppervlakte van de lichtgrijze delen gelijk is aan de totale
oppervlakte van de donkergrijze delen.
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Punt bewegend over een lijn

Examenbundel 2022 | 2023

Lijn k is de lijn met vectorvoorstelling figuur 1 1
X\ _ (2 4 Y 2
()= (5)+4(s) ;
1 5 3
Punt P beweegt over lijn k. 4
Lijn m gaat door de punten A(O, 2)
en B(6, 0). Zie figuur 1. 5
4 6
Bereken exact de codrdinaten van P .
in de situatie dat AP = BP.
o B X
8
; o . . . 9
Er zijn twee posities van P waarvoor een cirkel met middelpunt P bestaat die zowel
raakt aan de y-as als aan lijn m. In figuur 2 zijn deze twee cirkels getekend. 10
figuur 2 T
y
12
13
14
15
16
17
18
T 1
\ 20
P
o B
m 21

Bereken van beide cirkels de straal. Rond je antwoord af op twee decimalen.
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HINTS

Let op het verband tussen de grote driehoek, de kleine driehoeken en het vierkant.

Hints bij hoofdstuk 5

Invullen.

Maak een schets. Bereken het snijpunt van lijn m en lijn / (door O, loodrecht op m).
Gebruik gelijkvormige driehoeken.

Sinusregel.

Gebruik sinus- en/of cosinusregel.

Cirkel, hoek van 90° dus Thales of loodrecht dus product richtingscoéfficiénten
is —1.

Gelijkbenige driehoek met AB = AC dus Ben Cliggen op een cirkel met
middelpunt A.

Maak een schets.

Noem punt P(0, y). Loodrecht: dus product van de richtingscoéfficiénten is —1.

De middelloodlijn van RS gaat door M en staat loodrecht op AB. Gebruik de
vergelijking (of vectorvoorstelling) van de middelloodlijn, de gelijkbenige ARMS en
Pythagoras.

P ligt op de parabool en F(0,4). Gebruik Pythagoras +(Ax)? + (Ay)?.

Bepaal de middelloodlijn met behulp van de codrdinaten van P. De middelloodlijn
raakt de cirkel in het laagste punt van de cirkel. Geef de coordinaten van dit punt
(uitgedrukt in p).

— — —
OA en OP zijn be_k)end,mteer ze als vector. Ga na hoe de vector OS opgebouwd
kan worden uit OA en OP.

MS =+ (Ax)? + (Ay)2.

Vectoren zijn even lang en staan loodrecht op elkaar, dus (Z) L <—ba>'

Bepaal drie punten op de cirkel. Het snijpunt van de middelloodlijnen is het
middelpunt.

Maximaal, dus afgeleide = 0. Gebruik de quotiéntregel.
Denk aan het gebruik van de cosinusregel om r en s uit te drukken in pen q.
Er moet gelden |AP| = |BP|, denk aan AP? = (Ax)? + (Ay)?.

|ax+ by - ¢|

De formule voor afstand van punt P(x, y) tot lijn ax + by = cis d(P, /) =
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Uitwerkingen bij hoofdstuk 5

Een gelijkbenige, rechthoekige driehoek met daarin een cirkel

Analyse: maak een tekening en geef daar bekende afstanden
(in dit geval r en a) in aan. B

Kijk naar de opperviakte van de kleine driehoek:
AMPA = AMRA = AMQB = AMRB dus
4 - oppervlakte AMPA = oppervlakte OAB - opperviakte OPMQ

Oppervlakte grote driehoek OAB=1. 0A- OB _% ol—"
Oppervlakte OPMQ = r? r
Oppervlakte AMPA (grijze driehoek) = 7-PA-PM=1-(a-r)-r O P

Bovenstaande gegevens combineren geeft:

dilgaop)r= 1522
4 2 (a=r)-r= 2a r
dus2-(a-r) - r_Ea -r?
dus 2ar-2r%= 23 -r? dusza —2ar=-r*>dus a’-4ar=-2r?

kwadraatsplitsen geeft (a—2r)2-4r?>=-2r?dus (a—2r)?>=2r? dus

a-2r=+\2r> =+r\2 dus a=2r+ry2

Conclusie: a=2r+ry2
Opmerking: a = 2r — r\2 = 0,6 - r vervalt, want dan wordt a< r

Spiegelen
Vul de punten in.
A(a, 0) invullen in invullen in ;+$ =1 geeft—+% =1 en dit klopt

geeft —+3 =1 en dit klopt

B(0, b) invullen in ;+E =1 geeft 0 % =1 en dit klopt

Conclusie: A en Bliggen op §+% =1

Opmerking: dit kan gebruikt worden bij vraag 3.
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Maak een schets. Bepaal de codrdinaten van het spiegelpunt P van O door de lijn | te

nemen door O die loodrecht op AB staat.

XY = b
m: a+b 1 wordt bx+ ay = ab dus (a>J_m

I'is lijn loodrecht op m door (0, 0), dus richtingsvector / is (2) dus

G-

I en m snijden geeft b-(Ab) +a-(ka) = abdus A-(b%+a%)=abdus = bbz
ab?
=2 _ (X 0 ab b a’+ b? ’ P
d”SOS=<V>=<0>+a2+b2'<a>= a’b
a’+ b? m
2ab? !
2
OP=2-0SdusOP=|2*2 ]
2a%b
b’>+a

— 2 \2 2 2 2 14 42 432b%(b? + a2
dulePl:\j( 2ab2> +(Zab> _.|4a’bt+aa‘h? _ ( ) _
a

2+ b a’+ b? (a%+ b?)? a%+b?

2ab\a*+b*> _ 2ap
32+b2 \az+b2

AB = (—ba> dus |A_B)| =+va?+b?

Conclusie: |O_P)||A | \/ﬁ -\a?+b? =2ab

Maak een schets. Maak gebruik van gelijkvormigheid en Pythagoras.

Teken in de schets de stralen van de cirkels naar de raaklijnen en de verbinding van de

middelpunten. Teken PM evenwijdig aan EA.
In de schets is MN gelijk aan de som van de stralen=3+1=4
NP gelijk aan 2

M =42-22 =[12 (Pythagoras, want ZP = ZE = 90°)
ZNMP = ZNAE (F-hoeken) en ZMNP = ZANE (zelfde hoek)
dus ANMP ~ ANAE (want hh)

NP _ NM _ PM dus2 - 4 _ 12

NE = NA - 3 =Na- Ea dus

2-EA=3-\/EdusEA=1%-@:1%-2\5:3\5

Sinusregel en cosinusregel

Maak een schets. Je weet een hoek en de overstaande zijde, dus gebruik de sinusregel.

ZA =180° - 35°-125° = 20°

C
AB _  BC _ AC 8 ___BC 125°\7
Sn(2C) - sin(ZA1 ~ sin(2B) U Sin(1259 ~ sin20%) S o
A
_ 8-sin(20°)
~ sin(125°) ~3.34
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6 Maak een schets.
eerste methode met de sinusregel:

AB  _ BC _ AC AB  _ 10 _ 14
sin(£C) ~ sin(£ZA) ~ sin(ZB) dus sin(£C) ~ sin(40°) ~ sin(ZB) dus
sinzB=14-8INM40°) _ 48999 .. dus ~B = 64,145° of

10
Z£B = 180°-64,145°= 115,855°
Als ZB = 64,145° dan geldt £C =180 ° - 64,145° - 40° = 75,855° en

AB _ 10 _ 10-sin(75,855°)
sin(75,855%) ~ sin0°) 2US AB="gnao%)

Als ZB = 115,855° dan geldt £C =180 ° - 115,855° — 40° = 24,145° en

=~ 15,09

AB 10 10 sin(24,145°)
sin(24,145°) = sin(@os) 2US AB =409

Conclusie: ZB=64°en c=AB=15,1 of ZB=116°enc=AB=6,4

~ 6,36

tweede methode met de cosinusregel en sinusregel:
ZAis bekend dus gebruik: a2 = b%+c?-2-b-c-cosZA
102 =142+ ¢?>-2-14- ¢+ cos(40°) dus

¢?-21,4492 - ¢+ 96 = 0 abc-formule

21,4492 £+21,4492% - 4 -
C=

% dus ¢=6,36 of c= 15,09

2
e AB 10 _ 14 636 _ 10 _ 14

Als c=AB=636 en o7 =1 40%) ~ sin(2B) 02" 9810 G 70 = sin@0%) ~ sin(ZB)

sin(£0) =%&“(4(’) ~0,4088 dus £C = 24,13° (£C ~ 180°-24,13°= 155,87°)

(kan niet, ga dit na)

£ZB=180"°- 24,13° - 40° = 115,87°

Cm AB 10 _ 14 1509 10 14
Als c=AB=15,09 en = = Gina09) ~ sinl28) 22" 981N R 70 = sina0°) ~ sin(ZB)
sin(£C) = %ﬂ”‘”’o) ~0,96997 dus ~C = 75,92° of ~C ~ 104,08° (controleer

welke hoek voldoet, let op als drie zijden bekend zijn, is er maar één driehoek mogelijk)
£C=175,92°dus /B = 180°-40°-75,92°~ 64,08°

. 1509 10 _ 14 5
controle: i 75,92) = sin(40%) ~ sin(64,08%)  NoPt

£C = 104,08°dus B = 180°-40°-104,08°~ 35,92°

15,09 10 14 ;
le: = = ? kl .
controle sin(104,08) sin(40°)  sin(35,92°) opt niet

Conclusie: ZB=64°en c= AB=15,1 of ZB=116°enc=AB=6,4
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Driehoek in cirkel
Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met behulp van Thales en middellijn BC:

Analyse: cirkel, hoek van 90° dus Thales.

Gegeven zijn cirkel: x?>+ (y—3)? =25 dus M(0, 3)en r=5en c
de punten A(4, 0) en B(0, -2)

Als ZA = 90°, dan liggen B en C op de middellijn van de

cirkel, dus op y-as (Thales). M
B(0, -2) en M(0, 3) dus C(0, 8)

Conclusie: C(0, 8) (er wordt gevraagd naar één van de
twee punten C)

o A X
tweede methode met Thales en middellijn AC: &/
Analyse: cirkel, loodrecht dus Thales.

B
Gegeven zijn cirkel: x>+ (y-3)2 =25 dus M(0,3) en r=5en
de punten A(4, 0) en B(0, -2)
Als B =90°, dan is middellijn de lijn AC met M(0, 3) op AC (Thales).

— -4 — _4
A4, 0) en M(0, 3) dus AM = ( . ) dus ook MC = ( 5 )

—_— _4
M(0, 3) en MC = ( 3 ) levert C(-4, 6)
Conclusie: C(-4, 6)

derde methode: y
Analyse: loodrecht dus product richtingscoéfficiénten is —1. c
Gegeven zijn A(4, 0) en B(0, -2) dus
richtingscoéfficiént lijn door A en Bis
_Ay _0--2_2_1
T~ Ax"4-0 T4 72
M
Als ZA =90°, dan geldt voor richtingscoéfficiént lijn
door Aen C:rcye=-2
Lijn AC gaat door A(4, 0) dus y=-2(x-4)
!/A\X
B

Voor snijpunt C van cirkel x2+ (y-3)? = 25 en lijn
door AC: y = -2(x-4) geldt dus:
x*+((-2(x-4))-3)2=25dus x2+(-2x+5)2=25
dus 5x?-20x+ 25 = 25 dus x> -4x=0

Dus x =0 of x=4 en invullen in lijn door AC: y = -2(x-4) levert
y=8eny=0

Conclusie: C(0, 8) (want bij y = 0 hoort A(4, 0))

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: AB = AC dus B en C liggen op een cirkel met middelpunt A.

eerste methode met behulp van de cirkel met straal AB en middelpunt A:

Straal AB = 22+42 =20

Vergelijking cirkel met middelpunt A en straal AB is: (x—4)? + y? = 20.
(x=4)2 + y? = 20 snijden met x? + (y - 3)? = 25:

(x=4)2 + y? = 20 herschrijven geeft x> —8x+ 16+ y? = 20 dus x* + y> = 8x+4

x2+ (y-3)2 = 25 herschrijven geeft x*+ y? -6y +9 =25 dus x>+ y?> =6y + 16
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Dus geldt: 8x+ 4 =6y + 16 dus y = 1%x— 2 is de lijn die door de snijpunten van de eerste methode met behulp van richtingscoéfficiénten:

i 2
cirkels gaat. x-coordinaat snijpunt S'is %a en y-coordinaat snijpunt is 44 — (%a) =14 - %az dus
Deze lijn y = 11x-2 snijden met de grote cirkel* x2+ (y—3)? = 25 levert 1 15

3 S ia, 4 — Za
1
X2+((1§X—2)—3)2=25 PR
1 7 1 7 1 richtingscoéfficient OS =ﬂ = 4
Dus x2+(1§x—5)2=25 dus 2§x2—13§x+25=25 dus 2§x2—13§x=0 levert Ax 1a
131 40 A —/4 —%az
x=00fx=—§=%=%-%=%-%=4%dusy=1%x— =%-%—2=4% richtingscoéﬁiciéntMS:A—)):: %a
. . 4 ,2 1
Conclusie: gevraagde puntis C(4—, 4=) 4 - —3° _J4_laz —(4-152)
5 5 loodrecht dus: ; 4. ] R dus1—4=—1 dus
* Opmerking: de lijn y = 1%x— 2 snijden met de kleine cirkel geeft hetzelfde resultaat. 24 24 z4
tweede methode met behulp van loodlijn door B op AM: Y —(4- %az) = —%az dus %az =4
AB = AC dus MA staat loodrecht op BC. dus a=+\8
Gy = 0-3 __3 4us ot Conclusie: a =8 =242 (a = =8 vervalt)
4-0 4 3 C

tweede methode met behulp van richtingsvectoren:

M 2
x-codrdinaat snijpunt S'is %a en y-coordinaat snijpunt is 44 — (%a) =14/4 - %az
dus S (la 14—162)
2<% 4

y=%-x—2 snijden met de cirkel x>+ (y-3)2 =25 !M <
1
2, (4 o o _ay2_ 2, (4 L k2 _ —a
geeft x +(3 x-2-3)*=25dus x +(3 x-5) =25 O—S)= 2

Vergelijking van de lijn door B loodrecht op MA

wordt y=%-x—2

B

1.2

4-1
Dus x2+1Lx2 - 131 x4 25 =25 dus 2Lx*-131x=0 \[7

9 3 9 3
1

Ievertx:Oofx=4% = —1a
4-1a?

Conclusie: gevraagde punt is C(4%, 4%) 4

loodrecht dus inproduct = 0, dus

Loodrecht twee cirkels 1, _1,
2 . 2 —la2+<4—la2)=—laz+4=0
9 Maak een schets. Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. \j a_ 1y \j a_ 1y 4 4
4 4
14
c . Conclusie: a=+8 =22 (a= -8 vervalt)
S
derde methode Pythagoras:
loodrecht dus 0S?+ MS? = OM? = a? en OS = SM = 2 (straal) dus 2% + 22 = a?
Conclusie: a=+8 =22 (a= -8 vervalt)
0 M(a,0) X
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Twee punten 11 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine Y|
is niet toegestaan. B(6, 7)
10 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Analyse: de vergelijking van de lijn door AB is op S
eerste methode met behulp van de richtingscoéfficiénten: te stellen. Driehoek RMS is gelijkbenig want Al-2, 3)
Analyse: AP en BP zijn (delen van) lijnen, 90° dus loodrecht. Dus het product van de RM = SM = straal. De middelloodlijn van RS T
richtingscoéfficiénten van AP en BP moet —1 zijn. Noem het variabele punt P(0, y) en druk gaat door M. Stel de middelloodlijn van RS
de richtingen van AP en BP uit in y. Noteer de vergelijking die opgelost moet worden. op. Gebruik de middelloodlijn, de gelijkbenige
Maak een schets. driehoek RMS en Pythagoras om de lengte van = M(-3,0) O x
A(-2, 3), B(6, 7) en P(0, y) dus richting AP is ”53 en richting BP is Y= Zt{fgl'gi;eé’(‘;‘,’?f"aus
Product van deze richtingen moet -1 zijn dus y; 3 L67 =-1 richtingscoéfficiént,g = _67—_—32 = % = %
Dus y2 - 10y + 21 1 dus y?— 10y+ 21 = 12 dus y?— 10y+9 = 0 dus Vergelijking lijn door AB: y = % + b door
-12 A(-2, 3) levert y=%x+4
(y=9)y-1=0 Middelloodlijn van RS gaat door M(-3, 0) en staat loodrecht op AB.
Conclusie: (0, 9) en Q(0, 1) Dus richtingscoéfficiént = -2
Dus vergelijking middelloodlijn van RS: y = -2x+ b door M(-3, 0) levert
tweede methode met behulp van vectoren: y=-2x-6

Analyse: AP en BP zijn vectoren, 90° dus loodrecht. Dus het inproduct van de
—

. l __ _ _
richtingsvectoren AP en BP moet 0 zijn. Noem het variabele punt P(0, y) en druk de Snijpunt T bepalen met 2%+ 4=-2x-6levert T(-4,2)

richtingen van de vectoren AP en BP uit in y. Noteer de vergelijking die opgelost moet Afstand MT = (-4 -3)? + (2 - 0)2 = 5 (Pythagoras)*
worden. Maak een schets. . X Afstand RS = 615 dus afstand TS =765 =35
A(-2, 3), B(6, 7) en P(0, y) dus richtingsvector AP is (y—3) en richtingsvector Afstand MS = (3V5)2+ (v5)2 = V50 (Pythagoras)
BPis ( _67> Conclusie: straal cirkel is Y50

y- 2 _6 Opmerking: in deze opgave is het resultaat van de vorige opgave niet gebruikt.
Inproduct van deze richtingsvectoren moet 0 zijn dus ( 3> . ( 7) =0

Y- y= *  Opmerking: de afstand MT van M tot lijn AB kan ook bepaald worden met behulp van

Dus =12+ (y-3)(y—-7)=0dus y>-10y+9=0dus (y-9)(y-1)=0 de afstandformule.
Conclusie: P(0, 9) en Q(0, 1) LiinABis y = %x+ 4 oftewel -x+2y -8 =0,
derde methode met behulp van Pythagoras: dus d(M,AB) = |-x+2y-8] _13+0-8 _ 5 _ \5
Analyse: AP en BP zijn (delen van) lijnen, 90° dus loodrecht. \12+ 22 \5 5
Dus moet volgens de stelling van Pythagoras gelden AP? + PB? = AB?. Noem het variabele
punt P(0, y) en druk de richtingen van AP en BP uit in y. Noteer de vergelijking die Parabool en cirkel
opgelost moet worden. Maak een schets.
A(-2, 3), B(6, 7) en P(0, y) dus lengte AP = \/22 +(y-3?2= \/y2 -6y +13, 12 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: punt P is een variabel punt: druk de x en y coérdinaten van P uit in p.

Bereken een lengte dus gebruik Pythagoras | (Ax)? + (Ay)?

lengte BP = /(-6)2+(y—7)2 = y)’ - 14y +85 en lengte AB = /(6—-2)2+(7-3)> =80
Dus y2-6y+13+y?—14y+85 =80 dus y2-10y+9=0 dus (y-9)(y-1)=0
Conclusie: P(0, 9) en Q(0, 1) P(p, %p2+2) en F(0,4) dus Ax=penAy=4- (%p2+2) = —%p2+2

212 2 _ 1 e 1,2
AfstandFP_\/p+( e =y lpte lpea

1,2 2 1 .4,1,2 1 a1 _1.2
Omdat (gp +2) =gqP 7P +4geldt164p +2p2+4_8p +2

Conclusie: straal is %pz +2

Opmerking: formules voor FP en P zijn gegeven. Deze formules kunnen in de volgende
opgave gebruikt worden.
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13 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Vierkant op een driehoek
Analyse: genoemd worden middelloodlijn m en cirkel c. Druk lijn m uit in p, gebruik
daarvoor de codrdinaten van punt P Het raakpunt is ook het laagste punt van de cirkel, 14 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
druk de codrdinaten van dit punt uit in p. Gebruik daarvoor de formule van de straal. Analyse: ga na hoe de vector O_S) opgebouwd kan worden door middel van de gegeven
eerste methode met behulp van laagste punt cirkel ligt op middelloodlijn: vectoren O_A) en O_P)
l 2 I=l 2 = i
P(p, gP +2) dus lengte PP gh +2 lengte FP (zie onderdeel 16) OA = (2) en OP = <§ c9s(t)) zijn bekend
Lijn m is de middelloodlijn van PP’, dus loopt halverwege PP’ dus m:y = -p?+1 sin(1)
1 O_S) = O_A)+/I9) O_A) is bekend en /IS) is nog niet bekend
Laagste punt van cirkel c ligt één straal onder middelpunt F(0, 4) dus y-co6rdinaat is
=2 1,758 BR — — . .
1 2 AS=,(AP+PQ) AP en PQ beiden nog niet bekend
y=4-(gp°+2) 2

3 AP=AO+OP=-OA+OP=0P-0A OA en OP beiden bekend, dus AP i
Als lijn m en de cirkel elkaar raken moet gelden 11—6p2+1 =4—(%p2+2) - * =-PAd - - en eiden bekend, dus s nu

: ) 5 16 ook bekend

1 p2 = _— 2 2 pn? = 2 = —

Dus 6P *1=2 gP dus 6P 1dusp 3 4 |P_O>| = |_P)| en ﬁ)’ 1 /ﬁ (want vierkant) /ﬂ’) is bekend dus ﬁ)) is nu ook bekend
ierp=_2 _4 i -

Conclusie: p = 5 (of p= 3\/5) (negatieve waarden van p vervallen) Uit regel 3 volgt: AP = OP - OA = (Z zions((t;)> _ ((2)) _ <§ ;Ons((tt)‘) 2)

Uit regel 4 volgt: PQ

0
PR
; _1,2 _ ; e i ; -2 cos(t) +2 '
straal cirkel = gh"+ 2 = lengte FP (zie onderdeel 16) en F(0, 4) is middelpunt cirkel. Uit regel 2 volgt: i

Dus vergelijking cirkel is x2+ (y—4)% = (%p2 + 2)2 . .
—= 1,58 352 1/((2cos(t)-2 2 sin(t) cos(t) = 1 +sin(t)
AS=§(AP+PO)=5<< >+< )):( )

tweede methode met behulp van vergelijking cirkel: =1 (2 sin(t) )

A

P(p, %p2+ 2) dus lengte PP’ = %pz + 2. Lijn m is de middelloodlijn van PP’, dus 2 sin(t) —2cos(t)+2 sin(#) — cos(t) + 1
, 12 1 .2 . . _ . .
loopt halverwege PP’, dus m:y = 6P+ 1. Dus (0, 6P+ 1) ligt dus op de cirkel. Uit regel 1 volgt: O_S) _ a‘(hﬁ: (2) <c_os(t) 1 +S|n(t)> _ (1 + cos(t) +s!n(t)>
0 sin(f) — cos() +1 1 —cos(t) + sin(1)

Invullen geeft

.= 1+ cos(t) + sin(1)
2 2 . -
0%+ (11—6p2+1 —4)2 = (%p2+2) dus (ip2—3)2 = (%p2+2) dus Conclusie: 05 ( )

1 —cos(t) +sin(t)

1,2 1,2 1,2 1,2
6P ~3=gP *2 of 6P ~3=-lgp"+2) 15 Bewijs, dus bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
11—6p2 = -1 (geen oplossing) of %pz =1 Analyse: de afstand tussen de punten S en M moet constant zijn. Bereken deze afstand
2 1 met behulp van Pythagoras.
p =73 S = (1+cos(t) +sin(1),1 — cos(t) +sin(t)) en M= (1, 1)

Conclusie: p = of p= %\/5) (negatieve waarden van p vervallen) Voor de horizontale en verticale afstand tussen M en S geldt: Ax = cos(t) + sin(f) en

Ay = —cos(t) + sin(t)

IMS| = +(cos(t) + sin(t)) + (—cos(t) + sin(1))?

IMS| = \(cos(t)2 + 2 sin(t) cos(t) + (sin(#))2 + (cos(1))2 - 2 sin(f) cos(t) + (sin(1))2 =
(cos(1)? + (sin(1)2 + (cos(1)2 + (sin(1)2 = 2

Conclusie: IMS| = V2 dus de afstand tussen S en M is constant.

4
V3

Een driehoek draaiend over een cirkel

16 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: loodrechte vectoren die even lang zijn, maak gebruik van (Z) L (—ba>'
De twee componenten van de vectoren kunnen xg en ys genoemd worden. Bepaal
het snijpunt S(x,y) van cirkel en lijn. Druk x, en y, uit in xg en yg

Gegeven zijn cirkel: (x—1)2+y?=1en de lijn y = ax
Voor snijpunt S geldt dus: (x—1)2+ (ax)? = 1
Codrdinaten S bepalen dus los op: x2—2x+ 1+ a?x?=1 dus x?>-2x+ a*x?=0dus
x(x-2+a’x)=0
Dus geldt: x = 0 (oorsprong) of x—2+a’x=0
2 2

Xx+a’x=2dus x(1+a% =2en dus x, = ~=—%—en
1+a a“+1
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2 2a
=ax=a =
Vs 1+a?>  a%+1
2
=2 _(Xs a’+1 — =3 .
S:( >= en OS L SP en ze zijn even lang, dus
Vs 2a
a’+1
2a
2
S_P)=<ys>= a“+1 enﬁ)zas)+§dus
—Xs 2
a?+1

Xp=XS+ Ys en yp= Vs— Xs

2 2a 2a+2

X, =X, +Y. = + =
p =Xt Ys a’+1 a*+1  a%*+1
2a 2 2a-2

= - X. = —_ =
Vo= Ysm X = T T2 a2
. 2a+2 2a-2

Conclusie: x,==-—>=eny, =
P a?e1 Vo a?+1

Analyse: als drie punten van de cirkel bekend zijn, kan het middelpunt van de cirkel
bepaald worden met behulp van de middelloodlijnen.

Opmerking: er zijn twee formules gegeven voor de x en y coérdinaten van punt P op de
gevraagde cirkel. Dit gegeven kan in deze opgave gebruikt worden.

eerste methode met behulp van de snijpunten van de cirkel met de twee assen:

De snijpunten met de assen bepalen met behulp van x, = 2‘;” 2 en = 23_2
a“+1 a+1
Snijpunten x-as bepalen met y, = 0 dus 2‘2_12 =0dus2a-2=0dus a=1dus
a‘+

Xp =2 (en xp =0)

Snijpunten y-as bepalen met x,, = 0 dus 2'2”'12 =0dus2a+2=0dus a=-1dus
a’+

yp =-2(enyp =0)

Drie punten van de cirkel zijn nu (0, 0), (2, 0) en (0, -2).
Middelloodlijn van (0, 0) en (2, 0) is x = 1.

Middelloodlijn van (0, 0) en (0, -2) is y = -1

Snijpunt van de middelloodlijnen is het middelpunt is dus M(1, -1)
Straal = MO = 2 (Pythagoras)

Conclusie: gevraagde cirkel is (x—1)2+(y+1)2=2

tweede methode met behulp van drie punten van de cirkel:
(0, 0) is een punt van de cirkel, twee andere punten bepalen met behulp van

_ 2a+2 n _ 2a-2
P a?e1 P a2+
Neem bijvoorbeeld a=0: x = 2:0+2 _5 g y= 2:0-2_ -2, dus cirkel door (2, -2)
0%2+1 0%2+1

Neem bijvoorbeeld a=1: x = % =2eny= % =0, dus cirkel door (2, 0)
+ +
Drie punten van de cirkel zijn nu (0, 0), (2, -2) en (2, 0).
Middelloodlijn van (0, 0) en (2, -2) is y = x — 2 en middelloodlijn van (0, 0) en (2, 0) is
x=1
Snijpunt van de middelloodlijnen y=x-2en x=1is M(1, -1)
Straal = MO =2 (Pythagoras)
Conclusie: gevraagde cirkel is (x—1)?+(y+1)2=2
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode:
Analyse: maximaal dus afgeleide gelijkstellen aan 0. Quotiéntregel.

2a+2 , 2(a?+1) -(2a+2) -2a
X,="-—=dus x'_ =
P&t P (a2+1)?
2 .
Top dus 2a"+1) ~(2a+2) -2a =0dus-2a’-4a+2=0dus a’+2a-1=0

(a?+1)2
(a+1)2-=2=0dus (a+1)2=2dusa=-1++2

Conclusie: x, is maximaal als a= -1++2
Opmerking: in plaats van kwadraat afsplitsen mag ook de abc-formule gebruikt worden.

tweede methode:

Analyse: de vergelijking van de cirkel is bekend. Daarmee kan de maximale waarde van xp

bepaald worden.
Cirkel (x=1)?+ (y+ 1)? = 2 heeft middelpunt M(1, 1) en straal 2
Dus maximale x is 1 + V2

Dus moet voor de maximale x, gelden dat: % =1+12,
a’+

kruislings vermenigvuldigen geeft:

2a+2=(1+2)(a?+1) =a%+a?>-V2+1+v2 endus (1++2)-a?-2a+Vy2-1=0

abc-formule:

C2:\4-4-(14V2)-(2-1)  2£\4-4-(2-1+2-12) 2x\4-4) 4

- 2-(1+42) B 2-(1+42) T2-(1+42)  1+42
1 1 1-V2 _1-v2

a,,= = : = =-1++2

T2 1442 1-42 0 1 2

Conclusie: x, is maximaal als a=-1++2

a

derde methode:

Analyse: de vergelijking van de cirkel is bekend. De maximale waarde van x, wordt
bepaald als y = -1 .

Cirkel (x-1)2+ (y+ 1)2 = 2 heeft middelpunt M(1, -1) en straal \2

Dus maximale x, als y =-1

2‘2_12 = -1, kruislings vermenigvuldigen geeft:
a’+

Dus moet gelden dat:

2a-2=-a’-1endus a’+2a-1=0

b=

abc-formule:
2+\4-(4-1) - -
a, = ( ) _ 21\/§= 21\5:_&@
' 2 2 2
_2a+2 . - _ .. _
X ;s maximaal als a = -1++2 (en minimaal als a=-1-+2)

a’+

Conclusie: x, is maximaal als a= -1 ++2
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Vier vierkanten

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: gelijke opperviaktes dus %rz + %sz = p?+ g% Driehoeken gegeven met alle

zijden en één hoek, denk aan gebruik van cosinusregel.
Voor de lichtgrijs gekleurde vierkanten geldt: oppervlakte = p? + g2

Voor de donkergrijze driehoeken geldt: oppervlakte = %rz +%s2 ;
1 1

Te bewijzen: p?+g? = Erz + Esz 4
ren s uitdrukken in pen q.
Volgens de cosinusregel in de witte driehoeken geldt:
r? = p?+g?-2pq- cos(o) (zie tekening) en
s? = p?+q*-2pgq- cos(P)
Omdat B = 360°-90°-90°—o. = 180°—0. geldt s2 = p2+ q? - 2pq - cos(180°-a)
Omdat cos(180°-a) = —cos(a) geldt verder s = p? + g? + 2pq - cos(a)
1

Dus %r2+§sz = %(p2+ g% -2pq- cos(a)) +%(p2+ q%+2pq- cos(a)) = p?+ g2

Conclusie: p?+ g% = %rz +%s2 dus de oppervlaktes zijn gelijk.

Punt bewegend over een lijn

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met behulp van Pythagoras:

Analyse: P ligt op de getekende lijn en er moet gelden [AP| = |BP|. Afstanden, dus denk aan
Pythagoras.

A(0, 2), B(6, 0) en P(2 + 4t, 1 + 51)

Pythagoras

AP?= (AX)?+(Ay)?=(2+4t-0)2+(1+5t-2)2=(2+40%+(5t-1)?en
BP? = (AX)?+ (Ay)?> = (2 + 4t-6)2+ (1 +5t-0)? = (4t - 4)? + (1 + 51)?
|AP| = |BP| dus (2 +41)? + (5t —1)% = (4t - 4)* + (1 + 51)2

dus 4+ 16t+ 1612+ 2512 - 10t+25 = 1612 - 32t+ 16 + 1+ 10t + 2512

dus 28t=12 dus t=3
Conclusie: invullen levert P(3g, 3%)

tweede methode met behulp van de middelloodlijn en vectorvoorstelling:
Analyse: P ligt op de getekende lijn en P ligt op de middelloodlijn van AB.

A(0, 2), B(6, 0) en dus vectorvoorstelling van AB : ();) = <g) + q(62>
en midden van Aen Bis (3, 1)

Dus vectorvoorstelling van middelloodlijn van AB: (;) = <3> + r<1)

1 3
i, X\ _ (2 4
Liin k() = (1)”(5)
Lijn k en middelloodlijn snijden, dan moet gelden 3+ r=2+4ten 1+3r=1+5t
r=-1+4tinvullenin 1+3r=1+5tgeeft

Dus 1+3(-1+4t)=1+5tdus t=%

Conclusie: invullen levert P(3§, 3%)
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derde methode met behulp van middelloodlijn en vergelijkingen:
Analyse: P ligt op de getekende lijn en P ligt op de middelloodlijn van AB.

A0, 2), B(6, 0) en dus vergelijking van AB: y = —%x+ 2 en midden van Aen Bis (3, 1)
Vergelijking van middelloodlijn van AB: y=3x-8

X\ _ (2 4 . . YT S |
k: (y) = (1 ) + t(5) dus richtingscoéfficiént is i= 14, k door (2, 1) dus

vergelijking van lijn k: y = 1%x—1%

Lijn k en middelloodlijn snijden, dan moet gelden 3x-8 = 1%x— 1%
7,_13 _ -35

Dus 1X=5 dus 7x =26 dus x = 37

Conclusie: invullen levert P32, 3%)

Rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
lax + by — ¢

Va2 + b?

Lijn m gaat door A(0, 2), B(6, 0) heeft als vergelijking y = —%x+ 2 herschrijven tot

Analyse: afstand dus denk aan afstand van punt tot lijn ax + by = c is d(P,l) =

m: x+3y-6=0,

Pligt op de lijn kc () = (2

1
Voor de afstand d(P, m) geldt

_|xp+3yp-6] _|(2+41)+3(1+50)-6] _ [19t- 1|
V12 + 32 V12 +32 V10
De afstand van P tot de y-as is d(P, y-as) = 2 + 4t

>+t<g> dus x=2+4teny=1+5t

d(P, m)

Er moet gelden d(P, y-as) = d(P, m) dus 2 + 4t = %
Oplossen met grafische rekenmachine R AT LT
Y22abs(19X-1)/7(10)
|19t — 1]
=2+4xeny,=——7—
y1 y2 m

Kies WINDOW bijvoorbeeld [-3, 4] x [-1,10] geeft
t=-0,17 of t= 1,15
Invullen in d(P, y-as) = 2 + 4t (is straal cirkel) levert IS vesssaw

5 Meetkunde UITWERKINGEN

straal is ongeveer 1,33 en straal is ongeveer 6,61
Conclusie: straal is ongeveer 1,33 en straal is ongeveer 6,61
Let op het gevraagde aantal decimalen.
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Examen 2018-I

Bewegend punt
De beweging van een punt P figuur

wordt gegeven door de volgende
bewegingsvergelijkingen:

x()=1-1t2

yity= (1 +1?
In de figuur is de baan van P A
weergegeven.

De baan van P snijdt de y-as in de oorsprong O en in punt A.
Zie de figuur.
4p 1 Bereken exact de snelheid waarmee P door punt A gaat.

Voor elke waarde van t bevindt P zich op de kromme met vergelijking:

(x +yy =4y
4 2 Bewis dit
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Lijn door de toppen
Voor elke waarde van a met a > 0 wordt de functie f, gegeven door f, (x) = xe®*.

De afgeleide functie f,’ wordt gegeven door f,'(x) = e® + axe®.
In figuur 1 zie je voor een aantal waarden van a de grafiek van f,.

Ook is de lijn I met vergelijking y = %x weergegeven.

figuur 1

-
-

Voor elke waarde van a met a > 0 heeft de grafiek van f, precies één top.
3 Bewijs dat deze top op lijn / ligt.

De functie F, is gegeven door:

1 1

F, (x)= 2 xe® — ?ea"

F,is een primitieve van f,.
4 Beuwijs dat F,inderdaad een primitieve van f, is.

Voor f, geldt f,(x) = xe*. In figuur 2 is de grafiek van f, getekend, en ook lijn /.
Het vlakdeel tussen lijn / en de grafiek van f; is grijs gemaakt.

figuur 2

N /

5 Bereken exact de oppervlakte van het grijze vlakdeel.
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Zwaartepunt en rakende cirkels

Gegeven is cirkel ¢ met middelpunt M (14, 8) en straal 10. Deze cirkel snijdt de x-as
in de punten A en B met x, < xg. Zie figuur 1.

In A bevindt zich een puntmassa met massa 3, in B een puntmassa met massa 1 en
in M een puntmassa met massa 2.

figuur 1

y

Bereken exact de codrdinaten van het zwaartepunt van deze drie puntmassa’s.

De cirkel d met middelpunt N raakt de y-as in de oorsprong O en raakt cirkel ¢ zoals
weergegeven in figuur 2.

figuur 2

y

7 Bereken exact de straal van cirkel d. Je kunt hierbij gebruikmaken van de figuur op de

uitwerkbijlage achteraan dit examen.
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Maxima en minima
De functie f wordt gegeven door f (x) = 6sin(x) — cos(2x).

De grafiek van f heeft oneindig veel toppen.
Bereken exact de x-codrdinaten van alle toppen van de grafiek van f.

Een van de toppen is het punt P (1 % T, — 5).

De grafiek van fis symmetrisch ten opzichte van de verticale lijn door P.

Boven P wordt een horizontaal lijnstuk van lengte 2 geplaatst, waarvan de eindpunten
op de grafiek van fliggen. Zie de figuur.

figuur
y
1!
x=1lom
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
0 ! x
|
|
|
|
|
|
P
|

9 Bereken de afstand van P tot het horizontale lijnstuk. Rond je eindantwoord af op

twee decimalen.
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Sheffield Winter Garden

Voor elke waarde van k met k > 0 wordt de functie f, gegeven door:
— i kx —kx

fk(x)_2k (e +e )

De grafiek van f, wordt een kettinglijn genoemd.

Op de grafiek van f, worden twee punten P en Q met gelijke y-codrdinaat gekozen.
De lengte van het deel van de kettinglijn tussen P en Q noemen we /. De top T van
de kettinglijn ligt op de y-as. De afstand van T tot de horizontale lijn PQ noemen we d.
Zie figuur 1.

8d figuur 1
1?2 —4d?

Er geldt: k=

In figuur 1 is voor k=0, 7, x,=—3 en

Xq =3 het bijpehorende deel van de kettinglijn
getekend.

Bereken voor de situatie van figuur 1 de lengte
van het deel van de kettinglijn tussen Pen Q.
Rond je eindantwoord af op twee decimalen.

Als het deel van de grafiek van f, tussen foto
P en Q wordt gespiegeld in de x-as en
vervolgens omhoog wordt geschoven,
ontstaat een boog.

Bij de bouw van de Sheffield Winter
Garden, een in 2003 geopende plantenkas,
is gebruikgemaakt van dergelijke bogen.
Zie de foto.

De ontwerpers hebben een tekening figuur 2
gemaakt van het vooraanzicht van het gebouw.

Dit vooraanzicht bestaat uit acht bogen.

Zie figuur 2. In de rest van deze opgave kijken

we naar de grootste boog. Deze boog is in

figuur 2 dikker gedrukt.

Voor de grootste boog in deze tekening geldt:
— de lengte van de boog is 49,63 meter;
- het hoogste punt van de boog bevindt zich 20,51 meter boven de grond.
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Bij deze grootste boog gaan we een functievoorschrift opstellen. We kiezen daartoe 4p
een assenstelsel waarbij de x-as door de onderste punten van de boog gaat en de

top van de boog op de y-as ligt.

De eenheden langs de assen zijn meters.

In dit assenstelsel wordt de boog weergegeven door de grafiek van een functie h.

De grafiek van deze functie h ontstaat door de grafiek van een functie f, te spiegelen

in de x-as en de beeldgrafiek vervolgens omhoog te schuiven.

Er is precies één waarde van k waarvoor de beeldgrafiek de juiste lengte en hoogte 4p
heeft.

Stel een functievoorschrift op van h. Rond de getallen in je eindantwoord af op twee

decimalen.

Natuurlijke logaritme van de wortel

De functie f wordt gegeven door f(x) = In ().

Deze functie heeft een inverse functie f™. Er geldt: f™(x) = e?.
Bewijs dat inderdaad geldt f™(x) = e?*.

De grafiek van f™ wordt ten opzichte van de x-as met factor % vermenigvuldigd.

Zo ontstaat de grafiek van de functie g.

Elke verticale lijn rechts van de y-as snijdt de grafiek van fin één punt en de grafiek
van g in één punt. Het lijnstuk tussen deze twee punten heeft een lengte die afhangt
van de plaats van de verticale lijn. Zie de figuur.

figuur
y
g
4p
/ f
0 - X
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13 Bereken de minimale lengte van het lijnstuk. Rond je eindantwoord af op drie
decimalen.

De functie h wordt gegeven door:

In(\x)

hX) ==

De grafiek van h heeft rechts van de y-as één perforatie.
14 Bereken exact de codrdinaten van deze perforatie.

Vierkant onder grafiek

Voor x > 0 wordt de functie f gegeven door f(x) = %

In de figuur is de grafiek van f getekend. Onder de grafiek is een vierkant getekend
met twee zijden evenwijdig aan de x-as en twee zijden evenwijdig aan de y-as.

figuur

Y

Het vierkant heeft linksonder hoekpunt (1, 0). Het hoekpunt rechtsboven ligt op de
grafiek van f.

15 Bereken exact de lengte van de zijde van het vierkant.
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Twee vierkanten op een kwartcirkel Uitwerkbijlage bij de vragen 7 en 17

Gegeven zijn de punten A (1, 0) en B (0, 1). Punt C bevindt zich op de kwartcirkel 7 y
door A en B met middelpunt O (0, 0). Op de lijnstukken AC en BC worden twee
vierkanten ADEC en BCFG getekend. Zie figuur 1.

figuur 1

Y G

| ¥ |
o A x d

De grootte van hoek AOC (in radialen) noemen we t, met 0 < f < % .

Punt C heeft dus codrdinaten (cos(f), sin(f)).

17 G

Er is een waarde van t waarvoor de oppervlakte van vierkant ADEC twee keer zo

groot is als de oppervlakte van vierkant BCFG. E

5p 16 Bereken deze waarde van t. Rond je eindantwoord af op twee decimalen.

In figuur 2 is de situatie van figuur 1 uitgebreid met vector (75
Deze figuur staat vergroot op de uitwerkbijlage. B

figuur 2

Y G

o A x

1 —sin(t) + cos(t))

Voor elke waarde van t met 0 < < %n geldt: a:) = < sin(t) + cos({)

4p 17 Bewijs dit. Je kunt hierbij gebruikmaken van de figuur op de uitwerkbijlage.
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Hints bij examen 2018-I

Gebruik de formule voor de snelheid v(t) = x'(t)?+ y'(1)? in punt A.
Substitueer x(t) = 1—t? en y(t) = (1 + )2 in de gegeven formule.

De afgeleide functie is gegeven. Top dus voor x; geldt f'(x) = 0. Bereken eerst de
coordinaten van de top uitgedrukt in a.

Bewijs dat F,'(x) = f,(x).

Oppervlakte, dus gebruik: = j(bovenste —onderste) dx.

De primitieve van f(x) is gegxéven bij onderdeel 4.

Bereken eerst de codrdinaten van A en B. De massa’s verhouden zich als 3:1: 2,
dus voor het zwaartepunt Z geldt: OZ = 5 OA +5 OB +5 oz

Teken vanuit M een loodlijn MS op de x-as. Bekijk de rechthoekige driehoek MNS.

Alle x-coordinaten van de toppen berekenen, dus gebruik afgeleide = 0.
Maak gebruik van de formule sin(2t) = 2 sin(t) cos(t)

Maak gebruik van de gegeven symmetrie. Teken de verticale lijn door P en noem
de snijpunten van het horizontale lijnstuk met de grafiek A en B. De afstand
tussen A en Bis 2. Dus de afstand tussen A en de verticale lijn is 1. Bepaal de
x-coordinaat van A.

kis bekend, / wordt gevraagd. Bereken d met behulp van de top en de punten P of Q.

Spiegelen in de x-as en omhoog schuiven dus h(x) = -fix) + c.
Ga na dat / = 49,63, h(0) = d = 20,51 (want top op de y-as).

Verwissel x en y en herleid tot y =
Bereken, dus de grafische rekenmachine mag gebruikt worden.
Perforatie, dus er geldt teller = 0 en noemer = 0.

Noem bijvoorbeeld het hoekpunt rechtsonder (1 + a, 0) en ga na wat nu de
y-coordinaat is van het hoekpunt rechtsboven. Welke vergelijking moet opgelost
worden?

Bereken de lengte van AC en de lengte van BC. De codrdinaten van A, C en B zijn
bekend, denk bijvoorbeeld aan Pythagoras.

—_— — — —
Maak gebruik van CB = CO + OB =-0C + OB = OB - OC.

a) over -90° geeft (b )

Hint: roteren van (
b -a
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Uitwerkingen bij examen 2018-I|

Bewegend punt

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: genoemd wordt punt A, dus bereken punt A. Genoemd wordt de snelheid,

dus gebruik v(t) = m

A ligt op de y-as, dus geldt x(f) =0, dus 1-t?=0, dus t=1 of t = -1
t=-1 hoort bij O en t=1 hoort bij A [1p]

x(t) =1- 1 dus x'(t) = -2t

yit) =(1+18)2=1+2t+t2dus y'(t) =2+ 2t [1p]

x'(1)=-2en y'(1) =4 [1p]

Conclusie: de gevraagde snelheid is V(1) = y(-2)2+42 =~20 (= 2+5) [1p]

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: formule is gegeven, daar kan gebruik van gemaakt worden.

eerste methode met behulp van substitutie:

(x+y)? = 4y is gegeven. Vervang x en y met behulp van x(t) =1 -t en y(t) = (1 + 1)
Dit levert ((1-22) +(1+1)2)2=4-(1+1)? [1p]

Dus (1-£)+(1+2t+12))?>=4-(1+1?

Dus (1 -2+ 1+2t+12)2=4-(1+2t+t?) [1p]

Dus (2 + 21)%> = 4 + 8t + 4 t? en dit klopt voor elke waarde van t. [1p]

Conclusie: voor elke waarde van t geldt (x+ y)% = 4y [1p]

tweede methode rechter en linkerkant “naar elkaar toe werken”:
(x+y)? = 4y is gegeven.

x(t) =1-t2eny(t) =(1+1)2=1+2t+t> dus [1p]
X+y=1-2+1+2t+t2=2+2t=2(1+1) dus [1p]
(x+y)?2=(2-1+1)?=4-(1+1)%end-y=4-(1+1)?2[1p]

Conclusie: voor elke waarde van t geldt (x+ y)? = 4y [1p]

Lijn door de toppen

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: top berekenen, dus afgeleide is 0 (afgeleide functie is al gegeven). Vergelijking
lijn | is gegeven, daar kan gebruik van gemaakt worden.

eerste methode top berekenen en controleren of de top op de lijn ligt:

Top, dus voor x; moet gelden f,'(x) = e™ + axe®™ =0 [1p]
e*+axe*=0se™(1+ax) =0=e*=0vi+ax=0

e®™ =0 heeft geen oplossing dus x; = % endus y;=x-e™*= (%) . ea'(7) =

<i> e ! =i [1p]
a a-e

-1 -1\ R B B Y B i
Top T(a ,ale)lnvullenlnl.y_exlevert<a_e> s 2 en dit klopt. [1p]

Conclusie: de top van f,(x) ligt op de lijn I: y = %x [1p]
tweede methode a uitdrukken in de x-coérdinaat van de top:

Top, dus voor x; moet gelden f,'(x) = e™ + axe®™ =0 [1p]
e*+axe*=0e™(1+ax) =0=e*=0vi+ax=0 =

X
e®™ =0 heeft geen oplossing dus a = ;—1 endus y;=x;-€ XT) "=xpe = %-XT [2p]
T
Conclusie: de top van f,(x) ligt op de lijn I: y = %x [1p]
©ThiemeMeulenhoff 163

Examen 2018-I UITWERKINGEN



UITWERKINGEN Examenbundel 2022 | 2023 Wiskunde B vwo Examen 2018-1 UITWERKINGEN

3p 4 Analyse: primitieve is gegeven, maak daar gebruik van. Primitieve differentiéren moet In A bevindt zich een puntmassa met massa 3, in B met massa 1 en in M met
f,(x) = xe®™ opleveren. Combineer kettingregel en productregel. massa 2, dus geldt
_ l ax _ L ax A i B . 12
F,(x) = P po e® differentiéren door middel van: 07-3. (8) L1 (20) + 2. (14) dus OF = .
6 \0 6 0 6 \8 2§
H ax ;i . pax ;
Afgeleide van e®™ is a- e (kettingregel) Conclusie: Z = (12, 2%) [1p]
Afgeleide van Txe™ist.e>s L x. g. e = Loy xeo (productregel en . 12
. a a a a Opmerking: gevraagd wordt naar de coérdinaten van Z, dus OZ = _ 2 | is niet het
vereenvoudigen) [2p] 22
correcte antwoord. 3
Afgeleide van %ea" is Lz a-e™=1e (kettingregel en vereenvoudigen) tweede methode bereken A en B met Pythagoras:
a a a De middelloodlijn van AB snijdt de x-as in S. Driehoek AMS heeft zijden 10 en 8
Dus F,'(x) = laea"+ xe% - laea’( = xe? [1p] (zie figuur).
i 2_g2 = =
Conclusie: F.'(x) = . () Dus lengte AS is V102-82 = /36 = 6 [1p] (Pythagoras) y]
Opmerking: uitgaan van de gegeven primitieve en dan controleren of f(x) de afgeleide is, Dus x,=14-6=8en xg=14 + 6 = 20 [1p]
is makkelijker dan het vinden van de primitieve van f(x). ¢
L . . . " =7 _(8\ 7B 20 Pyl 14
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien gebruikt worden bij de volgende Dus OA = 0) OB = 0 en OM = 3 [1p]
opgave.
In A bevindt zich een puntmassa met massa 3, in B met
5p 5 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. massa 1 en in M met massa 2, dus geldt 8
Xo Xo
. ; _ _ _ (- 12
Analyse: oppervlakte dus gebruik opperviakte _);f(bovenste onderste) dx ;([(I f,(x)) dx O—Z> _3. (8) +l. (20) 2. (14) dus O_Z) _ > ) el A\‘i/,s _
.. A .. s . s 6 \0 6 0 6 \8 2=
(xg en X, zijn de x-codrdinaten van de snijpunten van de grafieken) 3
De functie f, is gegeven, de primitieve van f, is gegeven. Maak daar gebruik van. Conclusie: Z= (12, 2%) [1p]

Primitieve van f,(x) = xe*is F,(x) = 1. xe“‘—%- e’ = xe*-e* (zie onderdeel 4) [1p]

12
1 Opmerking: gevraagd wordt naar de codrdinaten van Z, dus O_Z) = <2£) is niet

1 3

Primitieve van [y = %x is —x? [1p]

2e het eindantwoord.

Snijpunt S berekenen: xe* = %x dus xe"—%x _ x(ex—%) —0dus x=0veX= % dus Opmerking: in plaats van “Pythagoras” mag ook de “3-4-5 driehoek” genoemd worden.
5p 7 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: ga na welke (rechthoekige) driehoek een rol kan spelen bij dit probleem. Ga
na waar de gevraagde straal in deze driehoek zit. Maak met behulp van de driehoek
(Pythagoras) de vergelijking die opgelost moet worden. y
0 Noem de straal van de kleine cirkel r.
De loodlijn vanuit M op de x-as snijdt de x-as in
S (14, 0). [1p]
Driehoek NMS is een rechthoekige driehoek met zijden
NM=10+r, MS=8en NS =14 - r[2p] M
Er geldt dus (14— r)2+82 = (10 + n)? [1p]
Dus 196 — 28r+ r?> + 64 = 100 + 20r+ r? dus 48r = 160 8

Xp=0vxg= In(%) =In(e™") =-1[1p]

Gevraagde oppervlakte

)]'O(l— f,(x)) dx = T(%x—xex) dx = [sz— (xe"—ex)]

0
Xs -1 2e -1

_L _ X X
_[zexz xe*+e B
— (0 O N
=(0-0+1) (26+e+e)[1p]

Conclusie: oppervlakte = 1 —% [1p]

Zwaartepunt en rakende cirkels Conclusie: r= 3% [1p] >

5p 6 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: de punten A, B en M worden genoemd, dus bereken de codrdinaten van deze
punten. Zwaartepunt, welke formule gebruik je daarvoor?
eerste methode bereken A en B met behulp vany = 0:
M(14, 8) en straal 10 dus c:(x-14)%+ (y—8)% = 100 [1p]
Aen Bliggen op de x-as dus y=0
levert c:(x—14)?+ (0 -8)2 =100 [1p]
dus c:(x-14)2=36dus x-14=6vx-14=-6
dus x, = 8 en xg= 20 [1p]
dus 04 = (7). 08 = (77) en O - ()
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Maxima en minima

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. 4p
Analyse: cobrdinaten toppen dus afgeleide = 0. Gebruik gonio-formules op formuleblad.

fix) = 6sin(x) —cos(2x) dus f'(x) = 6 cos(x) + 2 sin(2x) (kettingregel)

Top dus 6 cos(x) + 2 sin(2x) = 0 [2p] (gebruik sin(2t) = 2sin(t)cos(t))

dus 6 cos(x) = -2 sin(2x) dus 6 cos(x) = -4 sin(x) cos(x) [1p]
dus cos(x) (6 +4sin(x)) =0 [1p]
dus cos(x) = 0 of sin(x) = —% = —1% (heeft geen oplossing) [1p]

dus cos(x) =0 dus x = %Tt+ kr [1p]

Conclusie: alleen de x-codrdinaten worden gevraagd, dus x = %n + krn (met k een
geheel getal)

Opmerking: maxima als x =—;n +2kn levert y = 6 — -1 =7 minima als x = 7—;n + 2kn
leverty =-6--1=-5

Bereken, rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
eerste methode door gebruik te maken van symmetrie en de lengte van het horizontale

lijnstuk:
Analyse: de grafiek is symmetrisch rond de lijn x = 1—;71:. Het getekende horizontale lijnstuk
bestaat dus uit twee even lange lijnstukken met lengte 1. °p
Punt A is het linker snijpunt van de horizontale lijn en de grafiek van f(x).
Dus y, = (1 %n— 1) =65sin(1 %n— 1) - cos(2(1 %‘rc— 1)) = -3,657 ... [3p]
Gegeven is punt P(1 %n, -5)
Conclusie: de afstand is y, — yp = -3,657... — -5 = 1,342... dus afgerond is dit 1,34 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.
tweede methode door een horizontale translatie 2 naar links of 2 naar rechts:
Punt A is het linker snijpunt en B is het rechter snijpunt van het gegeven horizontale
lijnstuk en de grafiek van fix). De afstand tussen A en Bis 2, dus voor deze punten
geldt fix) = fix+2) [1p] (oftewel verschuif B twee naar links dan valt B samen met A)
Dus 6 sin(x) —cos(2x) = 6sin(x+2) —cos(2(x+2)) NORFAL FLORT AUTO REAL RAOLAN P
Oplossen met de grafische rekenmachine, Oz
¥, = 6sin(x) - cos(2x) en
¥, = 6sin(x+2) —cos(2(x+2)) [1p]
Punt A en B liggen onder de x-as, dus de y-coordinaat
is negatief, dus neem het rechtersnijpunt (zie
schermafbeelding).
Calc Intersect, levert x, = 3,712... [1pl en y, = 3,657 ... Intersection

H=3.712389 Y="3.657961
Gegeven is punt P(1 %n, -5)

3p

Conclusie: de afstand is y, — yp = -3,657... — -5 = 1,342... dus afgerond is dit 1,34 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

Opmerking: bereken f(x) = f(x - 2) is ook een goede manier. A wordt dan twee naar rechts
verschoven zodat A samenvalt met B.
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Bereken, rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
Analyse: gegeven is de formule die k uitdrukt in | en d.

Bereken eerst d met behulp van f,, en x, = -3 en/of x, = 3. Bereken vervolgens met behulp
van de formule k de waarde van |.

Sheffield Winter Garden

8-d
[

- 2 1) 7 . (eO,7x+e—0,7X) - 114 . (eO,7x+e—0,7X)

Gegeven zijn k=0,7 xp=-3en xo=3en k=

fo7(x)

De afstand tussen de top T en de horizontale lijn PQis d, dus d = yp— y;
d=yp-yr=1,(-3) - f,,(0) =5,9204... - 1,42857... = 4,49187... [1p]

d=4,49187... en k= 0,7 invullen in k= —_8d _|evert 0,7 = _8-4,49187... [1p]
-4 d? 2-4-4,49187...2
algebraisch oplossen of oplossen met de grafische rekenmachine
8-4,49187 ...
=0,7eny,=———"——""—en Calc Intersect levert | = 11,491... [1
4 V2= 24 449187, 2 (el

Conclusie: de gevraagde lengte /= 11,49 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

Rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
Analyse: spiegelen in de x-as en omhoog schuiven dus h(x) = —f(x) + c.

Gegeven zijn lengte | = 49,63 en h,(0) = 20,51 (want top h op y-as). Ook geldt d = 20,51
(want P en Q liggen bij de grafiek van h op de x-as, de top T van h ligt op de y-as).
Maak gebruik van de formule voor k.

Vanwege de spiegeling in de x-as en de verticale verschuiving, geldt

h(x) = -fix) +c= —#(ek’w e ™) +clp]

Het hoogste punt ligt 20,51 boven de grond, dus d = h(0) = 20,51
h(0) = -f0) + c = = (e°+€°) + c=——+cen h(0) = 20,51

dus geldt ook —lk+ c=20,51 [1p]

De lengte van de boog is 49,63 meter, dit is / van de vorige opgave.

Uit k=—389 en/=49,63 en d= 20,51 volgt k=—2-2%51 ____ ¢ 2102, 1)
P -4d? 49,63%2-4-20,51?
1 _ _ __1 = =
Uit k +c¢=20,51en k=0,2102... volgt 0,2102 +¢=20,51en dus ¢ =25,266... [1p]

1
2-0,21
Opmerking: let op het aantal decimalen.

Conclusie: h(x) = (02 4 7021x) 4 25,27 = —2,38(e%?¥ + ¢702') 4 25,27 [1p]

Natuurlijke logaritme van de wortel

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode m.b.v. x en y verwisselen en herleiden op y:

Gegeven fix) = In(Vx) dus y = In(Vx) dus inverse als x = In(\/y) [1p]
x=1In(+y) dus =y [1p] dus (e*)? = y dus y = e*

Conclusie: f™(x) = e* [1p]
Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig hebben.
Opmerking: de gegeven inverse kan bruikbaar zijn bij de volgende opgave.
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tweede methode m.b.v. x en y verwisselen en herleiden op y: tweede methode neem als x-coérdinaat van het hoekpunt rechtsonder q:
Gegeven fix) = In({x) dus y = In(vx) dus inverse als x = In(\ﬁ) [1p] Analyse: vierkant, dus de lengten van de horizontale zijde en verticale zijde zijn gelijk.
_ In(\/7) =In(y?) = %In(y) dus 2x = In(y) [1p] dus y = e* Noem x-codérdinaat hoekpunt rechtsonder q. Maak een vergelijking. o s
) . - . . . q, flg
Conclusie: f™(x) = e2* [1p] Hoekpunt rechtsonder: x = g. Lengte verticale zijde is dan
Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig hebben. flq) =1 [1p]
Opmerking: de gegeven inverse kan bruikbaar zijn bij de volgende opgave. aq
derde methode m.b.v. f(f™(x)) =x: {_/(.englg(te hzrlzontale Z”?; 'sq _11'_ 1 q
Gegeven f(x) = In(+x) te bewijzen f™ (x) = e ierkant dus moet gelden g—1 = rl [1p]
1 2
1 , 1£\(=1)2-4-1--1
fFA™(x)) =In(\Ff™(x)) = In(e? In((ez")z):In(eX):X[zp] dus f™(x) = e* [1p] Dus g(g-1) =1dus g°-q-1 —Odusq— Al 2) ] = 1i2\/§ % %\/—[m]
4p 13 Bereken in drie decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. q is een positief getal, dus ¢ = — + 7\/—
Analyse: vermenigvuldigen ten opzichte van x-as dus f™ vermenigvuldigen met . Conclusie: de lengte van de zude isg-1= —+—\/—— 1= ——+—\/— 5 [1p]
Gevraagde lengte berekenen met g(x) - f(x). Top dus afgeleide = 0 hoeft hier niet gebruikt
te Worden want gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. derde methode door gebruik te maken van de vergelijking van de diagonaal:
gix) =+ fv(x) = Le2 [1p] en f(x) = In(\/—) NORITAL FLOATAUTO REAL RAOTAN 1P ) De diagonaal van het vier_kant is d_t'—j‘ lijn y=x-1[1p] _
2 Y12,5872RI=INCTCKD) Het snijpunt rechtsboven is het snijpunt van y = x- 1 en de grafiek van f.
Formule voor de afstand = g(x) - f(x) = ?e Z_In(vx) [1p]
. _1 _ -
y1=%e2’(—ln(\/})en Calc Min levert y = 1,5117... [1p] Er geldt: x-1 = [pl dus x(x-1) =1 dus x*~x-1=0dus y=x-1
voor x = 0,28... N =1i (=1)%2-4-1--1 =1i\/§ 1, 1\/»[”)]
Conclusie: gevraagde minimale lengte is y = 1,512 [1p] f ; ; ) 2:1 2 2
Opmerking: let op het aantal decimalen. BT8R, versuzser x is een positief getal, dus x = %+ %\/E
1
4p 14 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. ) L 11
Analyse: noteer de voorwaarde(n) voor een perforatie. Conclusie: de lengte van de zijde is x - 1 = ?+3\/_— = ——+—\/_ 5 [1p]
Perforatie: teller = 0 én noemer = 0, dus In(vx) =0 én In(x) =0, dus
In(x) =0dus x=e"=1 Twee vierkanten op een kwartcirkel

— — a0 = -
In(vx) = 0 dus Vx = ”=1dus x=111p] 5p 16 Bereken, rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.

Gevraagd wordt lim fix) = In(+/x) eerste methoc'ie bereken m.b.v. de codrdinaten de lengte van de zijden van het vierkant:
x=1 In(x) 1 Analyse: de vierkanten ADEC en BCFG worden genoemd, dus bereken de lengten AC en
i £ = i In(yx) i In(x%) . R In(x) 1 201 BC en daarmee de oppervlakten van de twee vierkanten.
X1 *>Tn(x)  x=T In(x) ~ *>T In(x) 2 Lengte AC: A(1, 0) en C(cos(t), sin(t)) levert de lengte van AC is
. L 1
Conclusie: perforatie is (1,?) [1p] IAC]| = \1(1 —cos(1))2+ (sin(1))?

Opmerking: h(x) is een constante functie y = 0,5 met een perforatie voor x = 1. De oppervlakte van vierkant ADEC is dan AC2 = (1= cos(t))2 + ( sin(t))?2 [1p]

Lengte BC: B(0, 1) en C(cos(t), sin(t)) levert de lengte van BC is
IBCl = (1 -sin(t))?+(cos(t))? [1p]

Vierkant onder grafiek

4p 15 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. De oppervlakte van vierkant BCFG is dan BC? = (1 -sin(t))?+ ( cos(t))?
eerste methode neem als lengte van de zijde a:
Analyse: vierkant, dus de lengten van de horizontale zijde en verticale zijde zijn gelijk,
zeg a. Maak een vergelijking. vierkant BCFG,

De oppervlakte van vierkant ADEC is twee keer zo groot als de oppervlakte van

Lengte horizontale zijde is a. (1+a, f(1+a)) dus moet gelden (1 —cos(t))?+ (sin(t))?2=2-((1-sin(t))?+ (cos(t))?) [1p]
x-coordinaat hoekpunt rechtsonder is dan 1 + a en de lengte
verticale zijde is f(1 + a) = 3 la [1p]

Vierkant dus moet gelden a = - [1p]
T+a

Deze vergelijking oplossen met behulp van

y1 = (1-cos(x))?+(sin(x))?>en y,=2-((1-sin(x))?+( cos(x))?) en Calc Intersect [1p]

1 1+a | =
Dus a(1+a) =1dus a?+a-1=0dus svert x = 0,93
1+\12-4-1--1 1445 11 Conclusie: t= 0,93 [1p]
a= 2.1 == =5 ?\/E (1p] Opmerking: let op het aantal decimalen.
Conclusie: a is een positief getal, dus de lengte van de zijde is a = ——+—\/— 5 [1p]
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tweede methode bereken de lengte van de zijden m.b.v. de gelijkzijdige driehoeken OAC
en OBC en de hoogtelijn.

Analyse: de vierkanten ADEC en BCFG worden genoemd, dus bereken de lengten AC en
BC en daarmee de oppervilakten van de twee vierkanten. Teken in driehoek OAC de
hoogtelijn vanuit O.

In de rechthoekige driehoek die nu ontstaat geldt: y
S|n(?AAOC) =S|n(5t) =T=T=?A0dus ,
C

AC=2 sin(%t) [1p]
De oppervlakte van vierkant ADEC is dan LI

AC? = (2 sin(%t))z

o 1 A X
Teken in driehoek OBC de hoogtelijn vanuit O.
In de rechthoekige driehoek die nu ontstaat geldt:
1 1,1 %BC %BC 1 1,1
sm(?ABOC) = sm(i(En— t)) = “oc = 1 " ?BC dus BC=2 Sln(?(?ﬂ— t)) [1p]

2
De oppervlakte van vierkant BCFG is dan BC? = (2 sin(%(%n— t)))

De oppervlakte van vierkant ADEC is twee keer zo groot als de oppervlakte van
vierkant BCFG,

2 2
dus moet gelden (2 sin(%t)) =2-(2 sin(%(%n— t))) [pl
Deze vergelijking oplossen met behulp van
2 2
y, = (2 sin(%x)) eny,=2-(2 sin(%(%n—x) )" en Calc Intersect [1p] levert x = 0,93

Conclusie: t= 0,93 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

derde methode bereken de lengte van de zijden m.b.v. de cosinusregel:
Analyse: de vierkanten ADEC en BCFG worden genoemd, dus bereken de lengten AC en
BC en daarmee de oppervilakten van de twee vierkanten.

In driehoek OAC geldt: AC? = OA%+ OC?>-2- OA- OC-cos(2AOC) =
12412-2-1-1-cos(t) = 2-2cos(1) [1p]

In driehoek OBC geldt: BC? = OB?>+ OC*-2- OB- OC- cos(«BOC) =
12412-2-1-1 -cos(%n— t) = 2—2003(%1:— t) [1p]

Oppervlakte vierkant ADEC is AC? en oppervlakte vierkant BCFG is BC?

De oppervlakte van vierkant ADEC is twee keer zo groot als de oppervlakte van
vierkant BCFG,

dus moet gelden 2-2cos(t) =2-(2-2 cos(Lm—t)) [1p]

Deze vergelijking oplossen met behulp van

y,=2-2cos(x)eny,=2-(2-2 cos(%n - x)) en Calc Intersect [1p] levert x = 0,93

Conclusie: t= 0,93 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.
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17 Analyse: ga na welke vectoren bekend z’ll De punten & B en C zijn bekend, dus maak
gebruik van dﬂ/ectoren AC en BC (en OA enz.) Druk OF uit in deze vectoren. CF staat
loodrecht op BC.

—_— — —
OF = OC +CF [1p]

. — cos(t)
Omdat C (cos(t), sin(t)) geldt OC =

sin(t)
Omdat B(0, 1) en C (cos(t), sin(t)) geldt

CB=CO+0B=-0C+0B=0B-0C = <°‘°?s“)) - ( ~cos(1) > [1p]
1 -sin(1) 1 -sin(1)

N — . -2 1-sin(1)
CF staat loodrecht op CB (rotatie over -90°) dus geldt CF = cos(t [1p]

Conclusie: a_z _ az+ CF - <093(t)) . <1 —sin(t)> _ <1 —.sin(t) +cos(t)> (]
sin(t) cos(1) sin(t) + cos(t)
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Loodrecht in de perforatie

-2+ 2yx+1
—

De functie fis gegeven door f(x) =

2
Texr

Ook is gegeven de functie h door h(x) =
Voor x # 0 geldt:  f(x) = h(x)

1 Bewijs dat voor x # 0 geldt: f(x) = h(x)

4%° + x

Verder is de functie g gegeven door g(x) = X

Er is een lijn k die voor x # 0 samenvalt met de grafiek van g.
In figuur 1 zijn de grafieken van fen g weergegeven.

Punt P(0, 1) is de perforatie van beide grafieken.
In figuur 2 zijn de grafiek van h en lijn kK weergegeven en ook hun snijpunt P,

figuur 1 figuur 2
y y
g k
P i P A
/ O ) / 0 )
Er geldt:

de grafieken van f en g staan in hun perforatie P loodrecht op elkaar als de grafiek
van h en lijn k in hun snijpunt P loodrecht op elkaar staan.

2 Bewijs dat de grafieken van f en g in hun perforatie P loodrecht op elkaar staan.
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IJsbol

De snelheid waarmee een ijsklontje smelt, hangt onder foto
andere af van de verhouding tussen de oppervlakte A
in cm? en het volume V in cm® van het ijsklontje. Deze
A

verhouding wordt uitgedrukt in het quotiént Vv

Voorbeeld: bij een kubusvormig ijsklontje met ribben van

3 cm s dit quotiént gelijk aan 2 = 2.

Er zijn ook bolvormige ijsklontjes ofwel ijsbollen.
Zie de foto.

Voor een bol met straal r gelden voor A en V de formules

4
A=dnrenV=3nr.

Bij een ijsbol met hetzelfde volume als het genoemde kubusvormige ijsklontje met

ribben van 3 cm is het quotiént % kleiner dan 2.

Bereken algebraisch dit quotiént bij deze ijsbol. Rond je eindantwoord af op
2 decimalen.

Een ijsbol wordt in een glas water gedaan, figuur

waarna de ijsbol in het water drijft. Op het ¥
moment dat de ijsbol in het water wordt gedaan,

heeft deze een straal van 1,5 cm. /\
Er geldt dat 92% van het volume van de ijsbol

onder water zit en 8% erboven.
Het volume van de ijsbol is dan

2 1,5° = 14,137 cm®.

Het deel van de ijsbol onder het wateroppervlak
is op te vatten als een omwentelingslichaam dat
ontstaat bij wenteling van een deel van de cirkel
met vergelijking x> + y? = 2,25 om de y-as.

Zie de figuur.

Bereken hoeveel cm de ijsbol boven het water uitsteekt op het moment dat hij in het
water wordt gedaan. Rond je eindantwoord af op 2 decimalen.

In een wiskundig model van het smelten van een ijsbol wordt ervan uitgegaan dat de
ijsbol tildens het smelten bolvormig blijft. De straal van de ijsbol is afhankelijk van de
tijd. De straal van de ijsbol op tijdstip t is r(t), met t in minuten.

Het volume van de ijsbol op tijdstip t is dan V({) = % 7 (r(£)°. In het model wordt er
verder van uitgegaan dat de formule van r(f) lineair is.

Een ijsbol heeft op tijdstip { = 0 een straal van 1,5 cm. Op tijdstip { = 10 is het volume
van deze ijsbol gehalveerd. Vanaf een bepaald tijdstip is er geen ijs meer aanwezig.
Bereken vanaf welk geheel aantal minuten er voor het eerst geen ijs meer aanwezig
is.
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Examens met uitwerkingen

Constante verhouding
Voor a > 0 wordt de functie f, gegeven door f,(x) = x — xIn(ax)

Bewijs dat voor elke toegestane waarde van x geldt:
fa(x) + f1(x)
——5 =)

Voor elke positieve waarde van a geldt:
- de grafiek van f, snijdt de x-as in precies één punt S (met x-codrdinaat xg);
- de grafiek van f, heeft één top T (met x-codrdinaat xy).

In de figuur zijn voor een waarde van a de grafiek van f, en de punten Sen T
weergegeven.

figuur

Y

Ja

S

9 N

X
7 Bewijs dat voor elke positieve waarde van a de verhouding X—S constant is.

T
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Gekanteld vierkant

Gegeven is het vierkant ABCD met
hoekpunten A(8, 0), B(0, 4), C(—4, —4) en
D(4, -8). Op zijde AB ligt het punt P(2, 3).
Zie figuur 1.

De punten B, C en P liggen op één cirkel.
Stel een vergelijking op van deze cirkel.

Over lijnstuk DP beweegt (van D naar P)
een punt Q.

Er is een positie van Q waarvoor lijnstuk
CQ loodrecht staat op lijnstuk DP. Zie
figuur 2.

Bereken voor deze positie exact de
codrdinaten van Q.

In figuur 3 is driehoek CDQ grijs gemaakt.

Er is een positie van Q waarbij de
oppervlakte van driehoek CDQ een derde
deel is van de oppervlakte van vierkant
ABCD.

Bereken voor deze positie exact de
codrdinaten van Q.

Examen 2018-II

figuur 1
y
B
P
\A
(0]
C
D
figuur 2
y
B
P
A
(0]
Q
C
D
figuur 3
y
B
P
A
o o
C
D
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Anderhalf keer zo groot

De functie fis gegeven door f(x) = x°.
De raaklijn aan de grafiek van fin een punt P(p, p?) met p > 0 snijdt de x-as in een

punt A.
Vis het vlakdeel dat wordt ingesloten door de grafiek van f en de lijn OP.
Zie de figuur.
figuur
y
P(p.p’)
3p
V 5p
A
0] /A X
8p 11 Bewijs dat de oppervlakte van driechoek OAP anderhalf keer zo groot is als de
oppervlakte van V. ;
p
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Een baan

Een punt beweegt voor 0 < t < 2r volgens de figuur 1
bewegingsvergelijkingen:
x(t) = cos(t)sin(2t)
y(t) = cos(f)
De baan van het bewegende punt is weergegeven
in figuur 1.

Examen 2018-II

Voor t = % nment= 1% 7 bevindt het bewegende
punt zich in O. Deze situatie laten we in de gehele
opgave verder buiten beschouwing.

P, is de positie van het bewegende punt op tijdstip t.
Er geldt: de lijn door P, en P__, is voor elke in deze

situatie mogelijke waarde van a verticaal.
12 Bewijs dat die lijn inderdaad verticaal is.

Er zijn meerdere tijdstippen waarvoor geldt dat de afstand van P, tot de x-as twee

keer zo groot is als de afstand van P, tot de y-as.
13 Bereken exact het vierde tijdstip waarvoor dit het geval is.

Voor iedere waarde van t kunnen de snelheidsvector  figuur 2
v vanuit punt P, en de vector OP, worden getekend.

In figuur 2 zijn punt P,, vector O_P: en vector v

getekend voor t = % .

" 3 == _ -
14 Bewijs dat voor t = 7 & geldt: OP, =V
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Buiten een vierkant

Gegeven is het vierkant OABC met O(0, 0), A(4, 0) en C(0, 4).

Het snijpunt van OB en AC is het punt S.

Het punt M(3, 2) is het middelpunt van een cirkel door A en B.

De punten F en G zijn de snijpunten van deze cirkel met CS respectievelijk OS.
Zie figuur 1.

figuur 1
C B
7
7
7
7
7
//
F, //
7
7
7
7/
7 oM
S
N
N
\\
G N
N
N
N
N
N
N
(0] A

Er geldt: Fis het midden van CS.
Bewijs dat F inderdaad het midden is van CS.

Verder geldt: G is het midden van OS.
In figuur 2 zijn de cirkelsectoren BMF en GMA grijs gemaakt.

figuur 2
C i B
7
7
’
7
’
7
e
F L
7
z
7
7
{ M
SN
S
N
\\
G N
\\ \\\
N\
N N
AN AN
N N\

0 ~— A

De oppervlakte van deze twee sectoren samen is gelijk aan de helft van de
oppervlakte van de cirkel.
Bewijs dit.

178

A WO N =

10

1"

12

13

14

15
16

Wiskunde B vwo

Hints bij examen 2018-II

Twee formules zijn gegeven, maak daar gebruik van.
Bepaal de richtingscoéfficiént van de raaklijn voor x =0 van h en k met h’ en K.

Met V = 27 is r te berekenen.
h
Omwentelingslichaam om y-as, gebruik bijvoorbeeld formule Inhoud == j (x?) dy
-15

Op t= 0 zijn de inhoud en de straal bekend. Op t = 10 is de inhoud gehalveerd,
de waarde van rop t= 10 is hiermee te berekenen.

Noteer f,(x), f,(x) en f1(x). Maak gebruik van de rekenregels voor logaritmen.
Bepaal xg met behulp van f,(x) = 0 en x; met behulp van f,(x) = 0.

Hoek CBP is recht, dus middelpunt cirkel ligt halverwege lijnstuk CP (Thales) of
gebruik het snijpunt van de middelloodlijnen.

Loodrecht, dus rcpp - regp= -1

Oppervilakte driehoek wordt berekend met een basis en een (hoogte-)lijn die
daar loodrecht op staat. Neem als basis CD en de hoogtelijn vanuit Q: zoek de
verhouding DQ staat tot DP.

Start met raaklijn in punt P, dus richting in punt P bepalen (afgeleide f’(p)) en
vergelijking raaklijn opstellen (y = ax + b).

Als de lijn door P, en P, verticaal is, dan zijn de x-codrdinaten van de twee punten
gelijk.

Afstand P, tot de x-as is y(t), en afstand P, tot de y-as is x. Er moet dus gelden

y(t) = £2- x(1)

- — N 3
Er moet gelden OP = v, dus bepaal OP en v voor t = 2"

Start met de vergelijking van de cirkel en de vergelijking van lijn CS (is lijn AC).

Als de twee sectoren samen de helft zijn, dan zal elk van de sectoren (symmetrie
overwegingen) een kwart zijn. Dus hoek FMB (of hoek GMA) zal 90° zijn.
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Uitwerkingen bij examen 2018-II

Loodrecht in de perforatie
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: twee formules zijn gegeven, daar kan gebruik van gemaakt worden.

_ -2+ 2\x+1 2 en fix) = hix) dus -2+2\x+1 _ 2
X 1+Vx+1 X T+Vx+1

fix)
voor x# 0

(=2+2Vx+1)(1+Vx+1) = 2x [1p]
“2-2-Vx+1+2Vx+1-1+2Vx+1-Vx+1 =2x[1p]
-2+2(x+1)=2x

en h(x) =

-2+ 2x+2 = 2xklopt [1p]

Conclusie: fix) = h(x) voor x#0

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: f en g staan (in hun perforatie P(0, 1)) loodrecht op elkaar als h en k in P(0, 1)
loodrecht op elkaar staan. Bepaal richtingen van h en k, (dus h” en k’) en ga na of het
product van deze richtingen -1 is.

Gebruik het resultaat van opgave 1, dus voor x # 0 geldt f(x) = h(x).

1

) ‘ o-(1+\/x+1)-2-%-(x+1)-% "t
h(x) = ——=———dus h'(x) = 5 = 7 [2p]
T+\x+1 (1+Vx+1) (1+Vx+1)
1
Dus de richting van de grafiek van hin P(0, 1) is h'(0) = 0+1 _-1 [1p]

(14y0+1)" 4

_4xXP+x _ _ o)
glx) = v en k(x) = 4x+ 1 dus voor x # 0 geldt g(x) = k(x) en k’(x) = 4 [1p]

Dus de richting van de grafiek van kin P(0, 1) is k’(0) = 4

Het product h’(0) - k’(0) = -1, dus de grafieken van h en k staan loodrecht op elkaar
in P(0, 1). [1p]

Conclusie: de grafieken van fen g staan loodrecht op elkaar in hun perforatie P(0, 1).

IJsbol

Bereken algebraisch, dus gebruik grafische deel van grafische rekenmachine is niet
toegestaan.
eerste methode door eerst A te berekenen met behulp vanV = 27:

Analyse: gegeven zijn A = 4nr? en Vzgn r* =27 (V=27 is gegeven). Hiermee is r te
berekenen.
Met deze r is A te berekenen. MetV en A is het quotiént te berekenen.

V= %nr?' =27 [1p] hieruit volgt * = 27 :(%n) =6,44... dus r=1,86... [1p]

Dus A=4nr’*=4n-1,86...% [1p]
o A 4m-1,86...7
Het quotiént is V= 27
Conclusie: het gevraagde quotiént is 1,61 [1p]

Opmerking: let op het aantal decimalen.
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tweede methode door eerst% uit te drukken in r:
Analyse: gegeven ziin A=4nr? en V = %nr‘? =27 (V =27 is gegeven). Eerst het
quotiéntAV berekenen.

V=%nr3 =27 [1p) dus r = 1,86... [1p]

A=4nr’en V=%nr3. Dusﬁ=£=% [1p]

% %n
. A_3_ 3
dus het gevraagde quotiént is V=T =186

Conclusie: het gevraagde quotiént is 1,61 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. h
Analyse: omwentelingslichaam om de y-as dus gebruik formule Inhoud =1t j (x?) dy.
-5

Percentage 92% onder water is gegeven dus inhoud ijsbol onder water is te berekenen.
De straal van de bol is 1,5.
eerste methode met behulp van de halve bol boven de x-as:
Inhoud ijs onder water is 0,92 - 14,137 = 13,006 en inhoud halve ijsbol is 7,069
(onderste helft) dus inhoud deel boven de x-as is 5,937.
Omdat geldt x? + y? = 2,25 geldt ook x? = 2,25 — ?
Neem (0, h) is snijpunt van de y-as met het wateroppervlak.
h h
Inhoud=1[(2,25-y) dy == [2,25y—%y3] -7 (2,25h-%h3) [1p]
0 0
Dus & (2,25h—%h3) =5,937... [1p]

Y, =T (2,25x—%x3)
y,=5,937...

Calculate Intersect levert x = h ~ 0,98 [2p]
Conclusie: gedeelte boven water is r— h=1,50-0,98 = 0,52 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

tweede methode met behulp van gehele bol:

Inhoud ijs onder water is 0,92 - 14,137 = 13,006

Omdat geldt x? + y? = 2,25 geldt ook x? = 2,25 — ?

Neem (0, h) is snijpunt van de y-as met het wateroppervlakte en (0; -1,5) is snijpunt
van de cirkel met de y-as.

h h
Dus Inhoud =7 [ (x*) dy == [ (2,25-y?) dy = 13,006 [1p]

-1,5 -15

h
Inhoud == [2,25y—%y3]

-15

=n (2,25h—%h3—(2,25-—1,5—%-(—1,5)3))
- (2,25h—%h3+2,25) = 13,006 [1p]
y,=n (2,25x—%x3+2,25)

y, = 13,006

Calculate Intersect levert x = h ~ 0,98 [2p]
Conclusie: gedeelte boven water is r— h=1,50-0,98 = 0,52 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.
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derde methode met behulp van het deel van de bol boven het wateroppervlak:
Inhoud ijs boven water is 0,08 - 14,137 = 1,131
Omdat geldt x? + y? = 2,25 geldt ook x? = 2,25 — ?

Neem (0, h) is snijpunt van de y-as met het wateroppervlakte en (0; 1,5) is snijpunt
van de cirkel met de y-as.
1,5

Dus Inhoud =7t I(xz) dy=mn j(2,25—y2) dy=1,131[1p]
h

h

1,5
Inhoud =n[2,25y—%y3] =1 (2,25- 1,5-%- 1,53-(2,25/7-%/13))
h

= (2,25—2,25h+%h3) =1,131 [1p]

Y, =T (2,25—2,25x+%x3)
y,=1,131

Calculate Intersect levert x= h ~ 0,98 [2p]
Conclusie: gedeelte boven water is r— h=1,50-0,98 = 0,52 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

vierde methode met behulp van deel van de bol boven het wateroppervlak en de GR:
Inhoud ijs boven water is 0,08 - 14,137 = 1,131
Omdat geldt x* + y? = 2,25 geldt ook x* = 2,25 — y?
Neem (0, h) is snijpunt van de y-as met het wateroppervlakte en (0; 1,5) is snijpunt
van de cirkel met de y-as.

15 15
Dus Inhoud =71t _[(Xz) dy=m -[(2,25 —-y2)dy=1,131[2p] (TG0 FLOAT AUTO REAL RADIAN HF [

h

CALC INTERSE

15 h Y1=mwi(Z.25K-(1#305%)
vy =7 [(2,25-x%) dx

X ‘/’-4-"__
y,=1,131

Calculate Intersect levert x = h ~ 0,98 [2p]
Conclusie: gedeelte boven water is
r-h=1,50-0,98 =0,52 [1p] ﬁgsorn:tion

. . LA79016Y4 Y=5.9376101
Opmerking: let op het aantal decimalen.

Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
eerste methode door eerst de afname per minuut te berekenen:
Analyse: op t = 10 is de inhoud gehalveerd. Bijbehorende r is te berekenen.

Inhoud op t=0is 14,137 cm®. Als de inhoud gehalveerd is geldt V = %nr3 =7,068...
dus r=1,190.... [1p]

De straal r neemt (lineair) met 1,50 — 1,190... = 0,309... af in 10 minuten. [1p]
Dus afname van straal r per minuut is 0,0309... [1p]
1,5

Voor de ijsbol met straal van 1,56 cm. is dus = 48,47 ... minuten nodig. [1p]

0,0309...
Conclusie: na 49 (minuten) is er voor het eerst geen ijs meer. [1p]

tweede methode door een formule r = at + b op te stellen voor straal r op tijdstip t:
Analyse: formule r(t) is lineair en r(0) = 1,5 dus r(t) = at + 1,5. Met behulp van r(10) is a te
berekenen.

Inhoud op t=0is 14,137 cm®.

Als de inhoud gehalveerd is geldt t=10en V= AR = 7,068... dus r(10) = 1,190.... [1p]
Dus 1,190... = 10a + 1,5 dus a = -0,0309.... [1p]

Dus r(t) =-0,0309...-t+1,5.

Als de ijsbol geheel gesmolten is, geldt -0,0309... - t+ 1,5 =0 [2p]

Conclusie: na 49 (minuten) is er voor het eerst geen ijs meer. [1p]
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derde methode met de GR:
Analyse: formule r(t) is lineair en op t = 0 geldt r = 1,5, dus r(t) = at + 1,5. Met behulp van
V(10) is a te berekenen.

V(0) = 14,137... dus V(10) = 7,068... [1p] bORYeL FLOAT AUTO AL ae01en 1P
Omdat V(r) = %nﬁ geldt op tijdstip = 10 de vergelijking T

%n (a-10+1,5)% = 7,068... [2p] 4

Yy = %ﬂ? (x-10+1,5)°

y,=7,068...

Calculate Intersect levert a = -0,0309.... [1p] e Y=7.0685835

Examen 2018-II UITWERKINGEN

0

Dus r(t) =-0,0309... - t+1,5. Als de ijsbol geheel
gesmolten is, geldt -0,0309...-t+1,5=0

Conclusie: na 49 (minuten) is er voor het eerst geen ijs meer. [1p]

Constante verhouding
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: noteer f,(x), f,(x) en f,,(x). Gebruik de rekenregels voor logaritmen.
eerste methode:

f,(x) = x=xIn(x), f,(x) = x=xIn(ax) en fi(x) = X—xIn(%x)

f,(x) + fi(x) = (x—xIn(ax) ) + (x—xln(%x) ) = 2x—x(|n(ax) + In(lax)> = [1p]

2X— X~ In(ax-%x) =2x-x-In(x?) = 2x-2x1In(x) dus [2p]

f(x) +fi(x)
a a _ 2x-2xIn(x) _ _
5 = > = x-xIn(x) [1p]
f,(x) +f1(x)
Conclusie: fa = f,(x)

tweede methode:
f,(x) = x=xIn(x)
f,(x) = x-xIn(ax) = x- (xIn(a) + xIn(x) ) = x— xIn(a) — xIn(x) [1p]

fi(x) = x—xln(%x) =X- (xIn(la) +xIn(x)) = x+xIn(a) = xIn(x) [2p]

f.(x) + f1(x)
a a _ 2x-2xIn(x) _ _
2 = 2 = x-xIn(x) [1p]
f,(x) + f1(x)
Conclusie: 3 =1 (x)

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: bepaal xs met behulp van f,(x) = 0 en x; met behulp van f,'(x) = 0.
Bepaal xgdus x- xIn(ax) = 0 dus x(1-1In(ax) ) =0 dus In(ax) =1 [1p] dus ax=e

dus xg= % [1p]

f(x) = x-(xIn(ax)) = f(x)=1- (1 -In(ax) +x-ai;) =1-(In(ax) +1) = —In(ax) [2p]

Bepaal x;dus f'(x) = In(ax) = 0 dus ax = 1 dus XT:% (2p]
€
Conclusie: =5 = @ = % .

xr 1

Ta = e dus constant. [1p]

a
Opmerking: let op gebruik productregel én kettingregel bij bepalen van x.
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Gekanteld vierkant

Stel op, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode gebruik Thales en bereken de straal:

Analyse: hoek CBP is recht, dus middelpunt cirkel ligt halverwege lijnstuk CP (Thales).
Omdat ZCBP = 90° geldt middelpunt cirkel M ligt halverwege lijnstuk CP (Thales) [1p]

Cl-4,-4) en P2, 3) dus M(-1, -1 [1p]

2
Omdat M(-1, —%) geldt (x+1)%+ (y+%) = r? [1p]

2
B(0, 4) en /\//(—1,—%) dus geldtr=\12+(4%) - 21%[1;}]

2
Conclusie: vergelijking cirkel is (x+ 1)% + (y+%) =21 % [1p]

tweede methode gebruik Thales en vul een punt in:
Analyse: hoek CBP is recht, dus middelpunt cirkel ligt halverwege lijnstuk CP (Thales).
Omdat ZCBP = 90° geldt middelpunt cirkel M ligt halverwege lijnstuk CP (Thales) [1p]

omdat C(-4, -4) en P(2, 3) is M(-1, —%) [1p]

Omdat M(-1, —%) geldt (x+1)%+ (y+%)2 = r? [1p]

Invullen van de coérdinaten van B (of C of P) levert (x+1)% + (y+%)2 =21 % [1p]
Conclusie: vergelijking cirkel is (x+ 1)% + (y+%)2 =21 % [1p]

derde methode met behulp van het snijpunt van de middelloodlijnen:

Analyse: het middelpunt M van de cirkel ligt op het snijpunt van de middelloodlijnen van
CB en BP (en CP).

Middelloodlijn van CB:

C(-4, -4) en B(0, 4) dus r.c..g = 2 en midden van CBis (-2, 0)

dus middelloodlijn van CBis y = —%x— 1 [1pl
Middelloodlijn van BP:

P(2, 3) en B(0, 4) dus r.c.p5 = —% en midden van PBis (1, 3%)
dus middelloodlijn van BPis y = 2x +1% [1p]

De twee middelloodlijnen snijden, dus —%X— 1=2x +1% levert x =-1, dus M(-1, —%) [1p]

2
Omdat M(-1, —%) geldt (x+1)2+ (y+%) =r

2
Omdat B(0, 4) en M(—1,—%) geldtr=112+(4%) - 21%[1p]

2
Conclusie: vergelijking cirkel is (x+ 1)% + (y+%) =21 % [1p]

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
eerste methode met behulp van de vergelijkingen van PD en CQ:
Analyse: loodrecht dus rcpp- rcgp = =1

D(4, -8) en P(2, 3) dus rcpp = % dus regg = %

PD: y = %x+ ben P(2, 3) invullen levert y = %x+ 14 [1p]

CQ:y= Lx+ b en C(-4, —-4) invullen levert y = LX+T [1p]
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Codrdinaten van Q berekenen door %x+ 14 = —X+ﬁ op te lossen. [1p]

" "
Dit | ntx= 3— 1
it levert x 25 [1p]

- 1,18
Conclusie: Q(3 25 2 25 ) [1p]

tweede methode met behulp lijn PD en CQ in de vorm y = a(x — b) +c:
Analyse: loodrecht dus rcpp- rcgg = -1

D(4, -8) en P(2, 3) dus rcpp = % dus reeg = %

PD: y_—x+ben P(2, 3) invullen levert y = — 11 ——(x=2) +31p]
CQy= Fx+ b en C(-4, —-4) dus invullen levert y = —(x+4) -4 [1p]
Coodrdinaten van Q berekenen door —— (x 2)+3= (x+4) 4 op te lossen. [1p]

: 1
Dit | =3—11
it levert x=3 25 [1p]
ie: Q3L _0218
Conclusie: Q(3 5" 2 25 ) [1p]
derde methode met behulp van snijpunt lijn PD en cirkel:

Analyse: omdat hoek CQP = 90°, ligt Q ook op cirkel door C en P en B. De vergelijking van
de cirkel is bekend, zie vorige opgave. Deze cirkel snijden met de lijn door P en D.

Omdat £CQP = 90° ligt Q op de cirkel met middellijn CP, dus op cirkel met
vergelijking (x+ 1)2 + y+ L ) = 21— [1p]

-1

D(4, -8) en P(2, 3) dus rcpp = -

Lijn door PD: y = 2 N yiben P(2, 3) invullen levert y_%x+ 14 [1p]
Substitutie levert (x+ 1)2+ (- 5-- x+14+—) —21—[1p]
dus (x+1)2+(—5lx+14l)2=21l

2 2 4
2 12 _1591 1 _921 12 _1571 -
X +2x+’|+304x 1592x+2104 21 a dus 31 X 1572x+’|90 0
Oplossen met de abc-formule levert x = 321—5 [1p]

Conclusie: 0(3— —2 )[1 ]

vierde methode met behulp van de vectorvoorstellingen van de lijn PD en Pythagoras:
Analyse: rechte hoek CQP dus gebruik Pythagoras in driehoek CQP

Vectorvoorstelling PD: (;) = (g) +k( 211> [1pl dus Q(2+2A, 3-111)

C(-4, -4) en P(2, 3) dus PC? = 62+ 72 [1p]

PC?=CQ?’+PQ%*dus 62+72=(6+2M)2+(7-20)2+ (202 + (=11 A)?[1pl dus A = == [1p]
(A = 0 voldoet niet)
Conclusie: 0(3— - 2 ) [1p]
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10 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

1

Analyse: oppervlakte driehoek wordt berekend met een basis en een (hoogte-)lijn die daar
loodrecht op staat.

eerste methode gebruik gelijkvormige driehoeken:

Oppervlakte vierkant = CD - CB

Oppervlakte driehoek is % h- CD met basis CD en de hoogtelijn h loodrecht op CD [1p]
Er geldt een derde deel van het vierkant ABCD is de oppervlakte van driehoek CDQ dus
%-CD-CB:l-h-CDdush=%-CBdusookDO=%-DP[1p] y

2
Punt Q ligt op de lijn door D(4, -8) en P(2, 3), zodanig dat

P
geldt:

0o Q

op % deel van de x-coordinaten 4 en 2 ligt x, =4 - 2-% [1p]

op % deel van de y-coordinaten -8 en 3 ligt y,=-8+ 11 % [Mpl ¢

Conclusie: 0(2%, —%) [1p]

tweede methode met vectoren:
Oppervlakte vierkant = CD - CB

Oppervlakte driehoek is % h- CD met basis CD en de hoogtelijn h loodrecht op CD [1p]
Er geldt een derde deel van het vierkant ABCD is de oppervlakte van driehoek CDQ dus
1.cp. CB=%-h- CD dus h=%- CB dus ook DO=%-DP[1p]

3

8
= —= g—)_ 4 g -2\ _ ?
0d-00+2DP=(%)+2-(}2)= |

3

- 2 _2
Conclusie: Q(2 373 ) [1p]

Anderhalf keer zo groot

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: raaklijn, dus richting in punt P bepalen (afgeleide f'(p)) en vergelijking raaklijn
opstellen (y = ax + b). Punt A, dus raaklijn snijden met x-as. Oppervlakte V, dus lijn OP
opstellen en bereken de integraal en primitieve van f(x). Oppervilakte driehoek OAP
berekenen met basis OA en hoogte p°.

eerste methode:

Raaklijn aan de grafiek in P(p, p?) opstellen

f(x) = x> dus f(x) = 2x dus r.C., i = F(P) = 2p [1p] dus raaklijn wordt: y = 2px + b

P(p, p?) invullen levert b = —p? dus y = 2px — p? [1p]
x-codrdinaat van punt A berekenen: dus 2px - p?2 =0 dus x = %p [1p]

2

Lijn OP heeft richting % = p dus vergelijking lijn OPis y = px [1p]

g 2 1 2 1X3 P 3 1 3_1 3
Opp-v=£(pX—X)dX= [pr -3 ]0=5p —5 P =GP (20
=Vl.oap2=1t. 1, 21,8
Opp.oap = 2 OA-p 5 PP =Pl
Conclusie: Opp.,»= anderhalf keer Opp., (want 1%-%p3 = %p‘?) [1p]
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tweede methode met behulp van driehoek OPP;, met P’ is (p, 0):
Raaklijn aan de grafiek in P(p, p?) opstellen

f(x) = x* dus f(x) = 2x dus r.C..., = F(P) = 2p [1p] dus raaklijn wordt: y = 2px + b
P(p, p?) invullen levert b = —p? dus y = 2px — p? [1p]

x-codrdinaat van punt A berekenen: dus 2px — p> = 0 dus x = %p [1p]

p ] b
OPP- gner £ = [(x?) dx = [gxa] = 1p? 1ol
0 0

1 1 1 1
Opp.y = OPP-sopp= 5 P° = 5 PP’ =5 p° = =p° [2p]

1

Opp-OAP=%-OA-p2=%-5p-p2=%p3 [1p]

Conclusie: Opp. o, = anderhalf keer Opp., (want 1% - %p3 = %pa) [1p]

Een baan

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met behulp van de x-codrdinaten:

Analyse: als de lijn door P, en P__, verticaal is, dan zijn de x-co6rdinaten van de twee
punten gelijk. Bereken dus de x-coérdinaten van de twee punten alst=aent=n-aen
werk om met behulp van de gonio-formules (zie de bij dit examen gegeven formules).
Gegeven x(t) = cos(t) - sin(2t) dus in dit geval x(t) = x(a) = cos(a) - sin(2a) =
cos(a) - 2sin(a) cos(a) [1p]

En ook x(t) = x(n - a) = cos(n - a) - sin(2(r - a) ) = —cos(a) - sin(2n - 2a) =

—cos(a) - —sin(2a) = cos(a) - 2 sin(a) cos(a) [1p]

Conclusie: x(a) = x(n — a) dus de x-codrdinaten van de twee punten zijn gelijk. [1p]
Opmerkingen: gebruikt zijn de formules cos(n —a) = —cos(a) en

sin(2n - 2a) = sin( - 2a) = —sin(2a)

Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig noteren.

tweede methode:

Analyse: als de lijn door P, en P__, verticaal is, dan zijn de x-coérdinaten van de twee
punten gelijk. Werk x(t) = x(r — a) om tot x(t) = x(a) (zie de bij dit examen gegeven
formules).

x(t) = x(m - a) = cos(n — a) - sin(2(n - a))

cos(mt—a) -sin(2(r—a) ) = —cos(a) - sin(2r - 2a) want cos(n — @) = —cos(a) [1p]
—cos(a) - sin(2n - 2a) = —cos(a) - —sin(2a) want sin(2n - 2a) = sin( - 2a) = -sin(2a)
—cos(a) - —sin(2a) = cos(a) - sin(2a) = x(a) [1p]

Conclusie: x(a) = x(n — a) dus de x-codrdinaten van de twee punten zijn gelijk. [1p]
Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig noteren.

derde methode:

Analyse: als de lijn door P, en P_, verticaal is, dan zijn de x-co6rdinaten van de twee
punten gelijk (zie de bij dit examen gegeven formules).

Er moet gelden x(n — a) = x(a) dus er moet gelden cos(n - a) -sin(2(xr-a) ) =

cos(a) - sin(2a)

Omdat geldt cos(n — a) = —cos(a)

ensin(2(r-a)) = sin(2n - 2a) = sin( - 2a) = —sin(2a) [1p]

geldt dus ook cos(n - a) - sin(2(nr - a) ) = —cos(a) - —sin(2a) = cos(a) - sin(2a) [1p]
Conclusie: x(r — a) = x(a) dus de x-codrdinaten van de twee punten zijn gelijk. [1p]
Opmerking: bij dit type opgave kan je beter een tussenstap te veel dan te weinig noteren.
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: afstand P, tot de x-as is y(t), en afstand P, tot de y-as is x. Er moet dus gelden
y(t) =+2 - x(t)

Er moet gelden y(t) = +2 - x(t) [1p] dus cos(t) = £2 - cos(t) - sin(21)

Dus 1 = £2 - sin(2t) of cos(t) = 0 [1p]

Dus sin(2t) = J_r% of t= %n+ krt [1p] (is buiten beschouwing gelaten, want (0, 0))
Dus 2t = :%1” 2km of 2t = :%1” 2k [1p]

I -+ 2
Dus t-¢12n+knoft—:12n+kn

ier tijdsti init= 1 5 71
De eerste vier tijdstippen zijn: t = 125 " g

Conclusie: het gevraagde vierde tijdstip is t = Ln [1p]

. . 12
Opmerking: let op het gegeven interval van t.
Opmerking: er kan ook gewerkt worden met [y(t)] = 2 - [x(t)]
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

—_— - - - x'(t) ’
Analyse: er moet gelden OP = v dus bepaal OP en v. Bedenk v = ) dus noteer x'(t)
en y'(t). y

Let op: het gaat hier over vectoren, dus niet om lengtes of groottes.

()
3

x(t) = cos(t) - sin(2t) dus x'(t) = —sin(t) - sin(2t) + cos(t) - 2 cos(2t) [2p] en dus

Bepaal v =

x'(%n):—sin(3 )-sin(6 >+cos<3 )-2003(%1:)=—%\/§-—1+—%\/§-0=%\/§

2" 2" 2"
y(t) = cos(t) dus y'(t) = —sin(t) [1p] en dus y‘(%n) = —sin(%n) = —%\/5
5 712
Dus als t = i dan geldt v = 1 [1p]
2
[
Bepaal OP = :

)

x(t) = cos(t) - sin(2#) dus x(%n) = cos(%n) -sin(%n) = 12.-1=

y(t) = cos(t) dus y(%n) = cos(%n) --1\2

2
1
3 =3 TE
Dus als t = =mn dan geldt OP = [1p]
4 —l\/E
2

Conclusie: OP = v
Opmerking: het is handig zo snel mogelijk de gegeven waarde voor t te gebruiken/in te
vullen.
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met behulp van de vergelijking van de cirkel en lijn CS.

Analyse: vierkant met gegeven codrdinaten. Vergelijking van cirkel en lijn CS (of OS) is te
maken.

Vergelijking cirkel met middelpunt M(3, 2) door A(4, 0) is (x—3)2+ (y—2)? = 5 [1p]

Lijn CS gaat door C(0, 4) en A(4, 0), dus de vergelijking lijn CSis y = -x+4 [1p]
Snijpunt Fvan lijn CS en de cirkel bepalen met

(x=3)2+(=x+4-2)2=5dus X*—6x+9+x2—4x+4=5[1p figuur1

Dus x> -5x+4 =0 dus x = 1 of x = 4 (geeft punt A) z
Dus voor punt Fgeldt x=1 [1p] en y =3, dus F(1, 3) s
Het midden van C(0, 4) en A(4, 0) is S(2, 2). Het midden F
van S(2, 2) en C(0, 4) is (1, 3). ot
Conclusie: het snijpunt Fis het midden van CS. [1p] % M

Buiten een vierkant

tweede methode met behulp van de vergelijking van de cirkel G N
en het midden van CS: N
Analyse: vierkant met gegeven codrdinaten. Vergelijking van N
cirkel is te maken. Vul midden van CS in.

Vergelijking cirkel met middelpunt M(3, 2) door A(4, 0) is (x—3)%+(y—2)%2 =5 [1p]

Het midden van C(0, 4) en A(4, 0) is S(2, 2). Het midden van S(2, 2) en C(0, 4) is (1, 3). [1p]
x=1en y=3invullen in vergelijking cirkel levert (1-3)%+(3-2)2 = 5 Klopt, dus (1, 3)
ligt op de cirkel. [1p]

(1, 3) is het midden van CS, dus (1, 3) ligt ook op CS, dus (1, 3) is het snijpunt Fvan
de cirkel en CS. [1p]

Conclusie: Fis het midden van CS. [1p]

derde methode met behulp van afstand tot middelpunt:

Analyse: vierkant met gegeven codrdinaten. Afstanden tussen punten is te berekenen.

Het midden van C(0, 4) en A(4, 0) is S(2, 2). Het midden van S(2, 2) en C(0, 4) is (1, 3). [1p]
De afstand tussen (1, 3) en M(3, 2) is \/5. [1p]

De afstand tussen M(3, 2) en A(4, 0) is ook V5. [1p]

Dus punt (1, 3) ligt ook op de cirkel met middelpunt M en straal \5 en ook op lijn CS. [1p]
Dus (1, 3) is het snijpunt Fvan lijn CS met de cirkel en (1, 3) is het midden van CS.
Conclusie: Fis het midden van CS. [1p]

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met richtingscoéfficiént en symmetrie:

Analyse: als de twee sectoren samen de helft zijn, dan zal elk van de sectoren
(symmetrie overwegingen) een kwart zijn. Dus hoek FMB (of hoek GMA) zal 90° zijn.
Bewijs dit.

Bekend zijn M(3, 2), B(4, 4), C(0, 4) en S(2, 2). Fis het midden van CS dus geldt F(1, 3)

F(1, 3) en M(3, 2) dus rcgy, = —% en B(4, 4) en M(3, 2) dus rcg, = % =2 [1p]

Dus rcgy,- regy = -1 dus FM en BM staan loodrecht op elkaar, dus ZFMB = 90°.
Dus oppervlakte van segment FMB is een kwart van de oppervlakte van de hele
cirkel. [1p]

Conclusie: de oppervlakte van de twee sectoren is (vanwege symmetrie
overwegingen) de helft van de oppervlakte van de cirkel. [1p]

Opmerking: symmetrie overwegingen moeten genoemd worden.
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tweede methode met vectoren en symmetrie: Examen 2019-I
Analyse: als de twee sectoren samen de helft zijn, dan zal elk van de sectoren (symmetrie
overwegingen) een kwart zijn. Dus hoek FMB (of hoek GMA) zal 90° zijn. Bewijs dit.

A1, 3) en M(3, 2) dusFTi:(f )en B(4, 4) en M3, 2) dusm=(:1) o) Lijnen door de oorsprong en een cirkel

Dus voor de richtingsvectoren geldt: <E1 ) . <:;) =-2+2=0dus FM en BM staan Gegeven is cirkel ¢ met middelpunt (1, 7) en straal 5.

loodrecht op elkaar. X 1

Dus ZFMB = 90°. < ) =t (2) is een vectorvoorstelling van een lijn k door de oorsprong.
Dus oppervlakte van segment FMB is een kwart van de oppervlakte van de hele y

cirkel. [1p] Lijn k snijdt cirkel ¢ in twee punten.

Conclusie: de oppervlakte van de twee sectoren is (vanwege symmetrie 5p 1 Bereken exact de codrdinaten van deze snijpunten.

overwegingen) de helft van de oppervlakte van de cirkel. [1p]
Opmerking: symmetrie overwegingen moeten genoemd worden.

Rechts van het snijpunt

derde methode met richtingscoéfficiént:
Analyse: halve cirkel dus hoek FMB plus hoek GMA is 180°. Bewijs dit. De functies f en g zijn gegeven door: f(x) = 3cos(2x) — V2x en g(x) = 3 — v2x

Bekend zijn M(3, 2), B(4, 4), €10, 4) en S(2, 2). Fis het midden van CS dus geldt A1, 3) De grafiek van g snijdt de x-as in punt A. De grafiek van f heeft diverse toppen, alle
F(1, 3) en M(3, 2) dus rcgy, = —% en B(4, 4) en M(3, 2) dus rcg, = % =2 met een positieve x-codrdinaat.

Dus rcgy, - regy = -1 dus FM en BM staan loodrecht op elkaar, dus ZFMB = 90°. Punt B is de derde van deze toppen.

Zie de figuur.
Dus oppervlakte van segment FMB is een kwart van de oppervlakte van de hele
cirkel. [1p] figuur
0(0, 0) en S(2, 2). G is het midden van OS dus geldt G(1, 1) y
G(1, 1) en M(3, 2) dus rcgy, = % en A(4, 0) en M(3, 2) dus rcy, = _Tz =-2
Dus rcgy ' reay = —1 dus FM en BM staan loodrecht op elkaar, dus ZGMA = 90°.
Dus oppervlakte van segment GMB is een kwart van de oppervlakte van de hele g
cirkel. [1p] 4
Conclusie: de oppervlakte van de twee sectoren is de helft van de oppervlakte van de 0 b
cirkel. [1p]
f
B

Er geldt: punt B ligt rechts van punt A.

5p 2 Toon dit aan met behulp van de afgeleide van f.
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Altijd raak

Voor p > 1 is de functie f, gegeven door:

() =p+x=p
In figuur 1 is voor enkele waarden van p de grafiek van f, weergegeven en ook lijn k
met vergelijking y = x + 7.

figuur 1

y

Lijn k raakt de grafiek van f, voor elke waarde van p > 1.
Bewijs dit.

Voor p = 1 heeft de grafiek van f, een randpunt, ook wel beginpunt genoemd. De
randpunten van de grafieken in figuur 1 zijn met een stip aangegeven.

Er geldt voor elke p > 1: het randpunt van de grafiek van f, ligt op de grafiek van f, .

Bewijs dat inderdaad voor p > 1 geldt: het randpunt van de grafiek van f, ligt op de
grafiek van f, _.

Punt A (1, 1) is het randpunt van de grafiek van f,. Punt B (2, 2) is het randpunt van
de grafiek van f,. B ligt dus op de grafiek van f,.

Door de punten A en B gaat een lijn /.

V' is het vlakdeel dat wordt ingesloten door lijn / en de grafiek van f,.

Zie figuur 2.
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figuur 2

5 Bereken exact de oppervlakte van V.

Slingshot

De Slingshot is een kermisattractie. Tussen de
toppen van twee palen hangt aan twee identieke
elastische koorden een capsule die plaats biedt
aan twee personen. Zie de foto. De capsule
wordt allereerst omlaag getrokken tot aan de
grond. Op dat moment gaan er twee personen in
de capsule zitten. Vervolgens wordt de capsule
losgelaten. De capsule schiet dan recht omhoog.
Daarna valt hij recht omlaag, gaat weer omhoog,
enzovoorts. Na enige tijd komt de capsule stil te
hangen.

Gegeven is:

— De palen staan 14 m uit elkaar.

— De palen staan verticaal.

- De palen zijn 20 m hoog.

— Zonder uitrekking heeft elk koord een lengte
van 8 m.

Examen 2019-1

foto

- EIlk koord trekt aan de capsule met een kracht die afhangt van de lengte van
het uitgerekte koord. De grootte van deze kracht kan berekend worden met de

formule:
F,=0,6-(L-28)

Hierbij is F, de grootte van de kracht in kN (kilonewton) en L de lengte van het

uitgerekte koord in m (met L > 8).
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In figuur 1 is de beginsituatie weergegeven.

De capsule is aangegeven met het punt C
en de toppen van de palen met A en B.
De capsule bevindt zich op de grond,
midden tussen de palen.

Beide koorden, CA en CB, zijn dan flink
uitgerekt en staan strak.

Bereken de grootte van de kracht in kN
waarmee een koord in de beginsituatie
aan de capsule trekt. Geef je eindantwoord
in één decimaal.

De twee krachten kun je weergeven met
twee vectoren.

De som van deze twee vectoren is een
vector die een verticale kracht weergeeft
met grootte F,. De grootte van deze
kracht kan berekend worden met de
volgende formule:

F, =2 - F-cos(o)

Examenbundel 2022 | 2023

figuur 1
14m

20 m

Hierin is oo de hoek tussen een koord en de verticale vector. Zie figuur 2.

figuur 2

14 m

20 m

Op de capsule, inclusief de twee personen,

figuur 3
14 m

=

20 m

werkt niet alleen de kracht van beide

koorden, maar ook de zwaartekracht F,, die recht naar beneden is gericht. Zie
figuur 3. Deze zwaartekracht bedraagt 1,8 kN. In figuur 2 en figuur 3 is ook het
hoogteverschil tussen C en de toppen van de palen met x aangegeven.
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Na een aantal keren op en neer te zijn geslingerd, is de capsule tot stilstand
gekomen. Op dat moment heft de zwaartekracht de twee krachten op die door de
koorden samen worden uitgeoefend.

Er geldt dan dus: F, = F,

De hoogte waarop de capsule tot stilstand komt, is te berekenen door eerst F, in x uit
te drukken.

Druk F,, uit in x en bereken daarmee hoe hoog de capsule boven de grond hangt als
hij tot stilstand is gekomen. Geef je eindantwoord in gehele meters.

Een logaritmische functie en haar afgeleide

De functies f en g worden gegeven door:

f(x)=xIn(x)—x+1

g(x) = f'(x)

Bereken exact de x-codrdinaten van de snijpunten van de grafieken van fen g.
Er is één waarde van p waarvoor geldt:

2p

[gx)dx =0

P
Voor deze waarde van p is de situatie in de figuur geschetst.

figuur

y

2p X

9 Bereken exact deze waarde van p. Schrijf je eindantwoord in de vorm p = ae, waarbij

a een getal is.
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Gebroken goniometrische functie

De functie fis gegeven door: figuur 1

cos(x) y
—sin?(x)

fix) =

Lijn k is de lijn met vergelijking f
y=+2.

Lijn k en de grafiek van f hebben A B k
oneindig veel snijpunten. De punten
A en B zijn de twee snijpunten met

de kleinste positieve x-codrdinaten.

Deze zijn in figuur 1 aangegeven. o / \ x
Bereken exact de x-codrdinaten van

AenB.

Voor elke waarde van p is de functie f, gegeven door:

cos(x)

B = e

Onderzoek of er waarden van p zijn waarvoor de grafiek van f, perforaties heeft.

In de rest van de opgave beperken we ons tot waarden van p waarvoor geldt: p # 0
De punten op de grafiek van f, met x-codrdinaten 0, & en 2x noemen we
respectievelijk P, Q en R.

In figuur 2 is voor een waarde van p de grafiek van f, weergegeven.

Ook zijn de lijnstukken PQ en QR weergegeven.

figuur 2
y 5p
Jp
8p
P ~R
O N R X
/Q\

Er zijn waarden van p waarvoor PQ en QR loodrecht op elkaar staan.
Bereken exact deze waarden van p.
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Driehoek met bewegend hoekpunt

Lijn k gaat door de punten A (0, 10) en B (40, 0).
De baan van een punt P is gegeven door de volgende bewegingsvergelijkingen:

x =18 + 5¢
y=30-3t

De baan van punt P is de lijn m. Zie de figuur.
figuur
\y

40T

30+

207

0 10 20 30 X

B . . .
40 50, 60 70
\ \
Bij bijna elke positie van punt P vormen de punten A, B en P een drichoek ABP. Er is
één uitzondering.

Bereken de codrdinaten van P zodat A, B en P niet de hoekpunten van een driechoek
vormen.

Onderzoek op algebraische wijze of er een positie van P is, zé dat driehoek ABP een
rechte hoek heeft bij P én driehoek ABP een gelijkbenige driehoek is.
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Afgeknotte paraboloide

De functie fis gegeven door f(x) = Vx . De grafiek van fis getekend in figuur 1, samen
met de lijnen met vergelijkingen x = a en x = b, waarbij 0 < a < b. Midden tussen de
punten (a, 0) en (b, 0) ligt het punt (m, 0).

De grafiek van f, de x-as en de twee verticale lijnen sluiten een gebied in. Dit
gebied, in figuur 1 met grijs aangegeven, wordt gewenteld om de x-as. Het
omwentelingslichaam is een zogenaamde afgeknotte paraboloide.

Deze is afgebeeld in figuur 2.

figuur 1 figuur 2
7 : :
I 1
| | /
I 1
I 1
I 1
l
1
1
I
(0] a 11:1 b X

Bij de omwenteling beschrijft elk punt van de grafiek een cirkel.
De oppervlakte van de cirkel die beschreven wordt door het punt (m, \'m) noemen we
A. De cirkelschijf met deze oppervlakte is met donkergrijs aangegeven in figuur 2.

In figuur 3 staat de afgeknotte paraboloide figuur 3

een kwartslag gedraaid. In die figuur is ook »

de hoogte h van de afgeknotte paraboloide
aangegeven.

Voor de inhoud V van de afgeknotte paraboloide geldt de formule:
V=hA
7p 15 Bewijs dit.
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Hints bij examen 2019-I

Maak een schets. Stel de vergelijkingen van cirkel ¢ op.
Bereken punten A en B. Top, dus afgeleide = 0. Let op de kettingregel.

Raken, dus moet gelden f,(a) = y(a) en f,’(a) = y’(a). In de raakpunten geldt:
richtingscoéfficiént = 1.

Druk de codrdinaten van de randpunten van f, uit in p en geef de vergelijking van
f,

p-1*

Bepaal de primitieve van f, en I. Gebruik de formule:
2 2

oppervlakte = j(bovenste —onderste) dx = J( f,(x) = I(x)) dx.
1 1
L is de lengte van het uitgerekte koord, dus de afstand van BC. Bereken eerst L.

Druk eerst L uit in x. Denk aan Pythagoras.

Bepaal f(x) en bereken daarmee exact de vergelijking f(x) = g(x). Let op de
productregel.

Omdat g(x) = f(x) geldt ook G(x) = f(x) = xIn(x) — x + 1.

Opgelost moet worden f(x) = 2. Denk aan de goniometrie-formules op het
formuleblad.

Perforatie, dus teller en noemer zijn voor dezelfde waarde van x gelijk aan 0.
Controleer voor deze x-waarde of de limiet bestaat.

Druk de coordinaten van P, Q en R uit in p.
Product van de richtingscoéfficiénten = —1. (Er zijn voor de oplossing meerdere
varianten mogelijk, bijvoorbeeld product richtingsvectoren = 0 of Pythagoras.)

De punten A, B en Pvormen géén driehoek als P op het snijpunt van de lijnen k en
m ligt.

Loodrecht, dus inproduct = 0. Gelijkbenig, dus |AP| = | BP|. (Er zijn voor de
oplossing meerdere varianten mogelijk, bijvoorbeeld oplossing met product
richtingscoéfficiénten = -1, Thales of middelloodlijn.)

b
Gebruik & - '[( f(x))? dx. Druk m, Ven h uitin aen b.

a
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Uitwerkingen bij examen 2019-|

Lijnen door de oorsprong en een cirkel

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet y
toegestaan. k
Analyse: maak een schets. Stel de vergelijkingen van
cirkel ¢ en lijn k op.

eerste methode met behulp van de vergelijking van lijn k: M7
Cirkel ¢ heeft middelpunt (1, 7) en straal 5, dus 10.7)
c:(x=1)2+(y-7)2=25.[1p] ¢

De richtingsvector van lijn k is (;) dus de

richtingscoéfficiént is 2 en de vergelijking van lijn k
door de oorsprong is dus k: y = 2x.

Substitutie van y = 2x levert (x - 1)? + (2x—7)% = 25. [1p]
Dus voor de snijpunten van c en k geldt

X2 —2x+1+4x%-28x+49 = 25.

Herleiden levert 5x?>-30x+25 =0 en x> - 6x+5 =0 [1p]
en (x—1)(x-5) =0, dus x=1en x=5. [1p]

Conclusie: de snijpunten zijn (1, 2) en (5, 10). [1p]
Opmerking: controleer het resultaat in de tekening.

tweede methode met behulp van de vectorvoorstelling van lijn k:

Cirkel c heeft middelpunt (1, 7) en straal 5 dus c: (x—1)%+ (y—7)% = 25. [1p]

Er geldt x=ten y=2t.

Substitutie van x = ten y = 2t levert (t—1)2+ (2t-7)? = 25. [1p]

Dus voor de snijpunten van c en k geldt t? -2t + 1+ 4t?> - 28t + 49 = 25,

Herleiden levert 5t - 30t+25 =0 [1p] en t?~6t+5=0en (t—1)(t-5) =0 dus t=1en

t="5. [1p]
Conclusie: de snijpunten zijn (1, 2) en (5, 10). [1p]
Opmerking: controleer het resultaat in de tekening. 5p

Rechts van het snijpunt

Toon aan, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.

Analyse: punt A wordt genoemd, dus bereken de codrdinaten (x-codrdinaat) van punt A.
Punt B wordt genoemd, dus bereken de codrdinaten (x-coérdinaat) van punt B. Punt B
is een top, dus bereken x-coérdinaat met afgeleide = 0. Gebruik van afgeleide van f is
verplicht, let op kettingregel.

eerste methode, bereken de x-codrdinaat van A en B:
Bereken x-codrdinaat punt A:

g(x) =3 -+2x dus 3—-+2x = 0 oplossen levert Y2x = 3 dus 2x = 9 dus x, = 4% [1p]
Bereken x-codrdinaat punt B:

1
f(x) = 3 cos(2x) —2x = 3 cos(2x) — (2x)2

1

1 _1
Afgeleide van fopstellen: f(x) = -3sin(2x) -2 —%- (2x) 2.2 =-65sin(2x) —(2x) 2

(of f(x) = —=6sin(2x) —%) [2p]
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Punt B is de derde top, dus afgeleide f'(x) = 0 en neem de derde x-waarde vanaf de

oorsprong waarvoor dit geldt.
. i . IﬂmﬂﬁL ‘FLDF"I' AUTO REAL RADIAH HP n
Berekenen x-codrdinaat punt B met grafische Hilky 25

Y1="B3inC2KI-(2K)"(~.5)
rekenmachine: o
Y, =-65sin(2x) — (2x) 2 en Calc Zero levert xg;=4,7... [1p]

Conclusie: omdat 4,7... > 4% ligt punt B rechts van /\ '/\ /\\
punt A. [1p] \_/ \j \/
Opmerkingen: omdat het gebruik van de grafische i

rekenmachine toegestaan is, is het verder herleiden van REi%aguss Y=2.67E-12
f'(x) niet nodig. Gebruik in de conclusie dezelfde woorden

als in de vraag, dus niet A links van B’.

tweede methode, laat zien of de x-coérdinaat van A op het dalende stuk links van B ligt of
op het stijgende stuk rechts van B:

Bereken x-codrdinaat punt A:

g(x) =3 —+/2x dus 3-+2x = 0 oplossen levert Y2x = 3 dus 2x=9dus x, = 4— [1p]

Afgeleide van fopstellen: f(x) = -3sin(2x) - 2—— (2x)" 2 -2 =-6sin(2x) - (2x) 2
(of F(x) = -6 sin(2x) ———) [2p]
\2x

Voor x = 4% geldt f’(4%) =-2,80.... dus de grafiek van fdaalt als x = 4%.

Dus x = 4% ligt op het dalende stuk van de grafiek, dus de top van fligt rechts van

het nulpunt van g. [1p]

Conclusie: punt B ligt rechts van punt A. [1p]

Opmerkingen: omdat het gebruik van de grafische rekenmachine toegestaan is, is het
verder herleiden van f'(x) niet nodig. Gebruik in de conclusie dezelfde woorden als in de
vraag, dus niet ‘A links van B".

Altijd raak

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: raken, dus moet gelden f,(a) = y(a) en f,'(a) = y’(a). In de raakpunten geldt
richtingscoéfficiént = 1.

eerste methode, raakpunten berekenen en controleren of deze raakpunten op lijn k liggen:
_1
=p+\x-p=p+(x- p)2 dus f,"(x) = Tix-p 2= L - = 1 )
2 > 2yx-p
2(x-p)?
(ga na wat er door het differentiéren met de parameter p gebeurt)
Er moet gelden f(x) = y’(x) en er geldt y’ =1, dus:

1 1 1
————=1dusyx-p=—dus x=p+—[1p]
2w/x—p P 2 p 4 P

dus in de raakpunten geldt x = p+%.

Controleer of voor x = p+l geldt dat f,(x) = y(x).

Voor fgeldt: f,(x) = f,( p+1)_p+1p+——p p+\/7 p+—dusy p+—[1p]

Voor k geldt: y(x) = y(p+ p+%+z—p+—[1p]
Dus voor x = p+z geldt fp’(X) =y'(x) =1en f(x) = yx).

Conclusie: lijn k raakt de grafiek van f,. [1p]
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tweede methode, maak gebruik van de functie g(x) = \x en van de translatie p naar rechts 5p

en p omhoog:
De standaardfunctie g(x

= «x transleren over <g) geeft f,(x) = p+ \x-p.

(x=p) +l+p=x+l.

= x4 L p Gnkyve
y=X+ 7 transleren over de vector (p) geeftdelijn k: y= 7 7

Bewijs nu dat g(x)

g(x) =Vx =

= x de lijn y = x+% raakt.

1.-+_ 1
—X 2= —[1p]
2 ZX; 2\/—

Voor het raakpunt moet gelden g'(x) =

_1 =1
1 dus Vx = > dus x= 1 [1p]

a1
x2 dus g'(x) =

y'(x) en er geldt y’ =1 dus:
1
1) =—1 =
T = Vx

Dus in het raakpunt van g met richting = 1 geldt x = % en g(%) =4 =

1 =111
(4 2) ligt ook op de lijn k: y = x+ (Wanty R 2)-
Dus in (% %) geldt: g'(x) = y'(x) =1 en g(x) = y(x), dus y en g raken elkaar. [1p]

De grafieken van g(x) = Vx en y = x+% transleren over <Z> geeft f,(x) = p++x-p

enk:y= x+%, dus deze grafieken raken elkaar in ( + p, + p)
Conclusie: lijn k raakt de grafiek van .. [1p]

derde methode, gemeenschappelijke punten (raakpunten) van k en fp berekenen:
Analyse: raken, dus één punt gemeenschappelijk, dus discriminant = 0.

=p++x-p,dus p+{x-p =X+%[1p]

k:y= x+% snijden met f,(x)

2 2
Oplossen,dusxx—p=x+l—pdusx—p=(x+%—p) =x2+2x-(l—p)+(l—p) [1p]
Dus x? + - 7 X- 2px— x+11—6——p+p +p=0dus x? +(———2p) x+11—6+—p+p =0
3p
Discriminant is (———2p) -4.1. (—+—p+p2) =0dusz+2p+4p2—z—2p—4p2=0[1p]

Voor elke waarde van p is de discriminant gelijk aan 0. [1p] Dus k en f, hebben altijd
één gemeenschappelijk punt. [1p]

Omdat het randpunt (of de hele grafiek van f)) onder (of rechts van) de grafiek van k
ligt, is er sprake van een raakpunt (geen snijpunt), zie de figuur.

Conclusie: lijn k raakt de grafiek van f,

Analyse: genoemd worden randpunten, dus druk de randpunten van f, uit in p. Het
randpunt van f, ligt op de grafiek van f, ,, dus geef de vergelijking van f,_,
Randpunt, dus onder het wortelteken moet 0 staan, dus x — p = 0 dus Xqpunt =
en yrandpunt p+ \pP— =p

Vergelijking f (x) = p+ \x - p dus vergelijking fp_1 (x) =p=1++x-(p-1) [1p] (let op
de haakjes)

Controle dat randpunt (p, p) op grafiek van £, , ligt: f, ,(p) = p-1+\p-(p-1) =
p—1+VP—P+ =p_1+1=p=yrandpunt[1p]

Conclusie: het randpunt van f, ligt op de grafiek van £, ,

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien gebruikt worden bij de volgende
opgave.

p [pl
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Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
2
eerste methode met behulp van =J.(bovenste - onderste) dx:

1 2
Analyse: bepaal primitieve van f, en |. Gebruik formule opperviakte =Jl(f1 (x) = I(x))dx. [1p]
1

Lijn / gaat door A(1, 1) en B(2, 2), dus de vergelijking van lijn lis y = x. [1p]

3
Primitieve van f;(x) = T+Vx-1=1+(x- 1)2 is F,(x) = x+—(x 1)2 [2p]
Primitieve van | : y = xis L(x) = 2 —x?
3 2
Gevraagde oppervlakte J( f(x) = [(x)) dx = x+%(x— 1)2 —%xz]
1 1
2242 _o9_ L2 1
_2+3 2-(1+0 2) 3732

Conclusie: gevraagde oppervlakte = % [1p]

tweede methode, de opperviakte onder de lijn | bestaat uit een driehoek en een rechthoek:

Analyse: bepaal primitieve van f,. Bepaal de oppervlakte onder de lijn I.
3

Primitieve van f;(x) = 1+Vx-1=1 +(x—1)2 is F,(x) _x+—(x—1)2 [2p]
) 2

Oppervlakte onder f is J'f1 (x) dx = [x+—(x— 1)2] =2 +§— (1+0) = 1% [1p]
1 1

Oppervlakte onder lijn / bestaat uit:

— een rechthoek met hoogte 1 en breedte 1 en dus opperviakte 1

— en daarop een rechthoekige driehoek met hoogte 1 en breedte 1 en dus
oppervlakte%

De oppervlakte onder lijn /is dus 1% [1p]
Conclusie: gevraagde oppervlakte = 1%— 1 % =% [1p]

Slingshot
14m

Bereken, rond af op één decimaal, dus gebruik \
grafische rekenmachine is toegestaan.

Analyse: de formule F, = 0,6- (L - 8) is gegeven.
Gevraagd wordt de kracht F,. Bereken dus eerst L
met Pythagoras.

L is de lengte van het koord, dus de afstand CB
(of CA).

L=+72+20% =21,18... [2p]

Dus F,=0,6-(21,18... -8)

Conclusie: F, = 7,9 [1p]

Opmerking: let op het aantal decimalen, geef
tussenberekeningen met niet-afgeronde getallen.
Tussenberekening niet afronden en dus noteren
als L = 21,18... (dus met drie punten).

Examen 2019- UITWERKINGEN
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6p 7 Let op, er worden hier twee vragen gesteld.
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Een logaritmische functie en haar afgeleide

Vraag 1: Druk F,, uit in x. Druk uit, dus gebruik grafische rekenmachine is in dit eerste deel

niet toegestaan. 5p Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Vraag 2: Bereken hoe hoog de capsule boven de grond hangt en rond af op één decimaal. Analyse: genoemd worden f(x) en f'(x) = g(x). Bepaal f'(x) en los daarmee de vergelijking

Bereken, dus de grafische rekenmachine is in dit tweede deel wel toegestaan. f(x) = g(x) op. Let op gebruik productregel.

Analyse: gegeven zijn de formules L 14m X fix) = xIn(x) = x+1dus f(x) =1-In(x) +x- lx— 1=1In(x) +1-1=In(x) = g(x) [1p]

F., =2 F,- cos(a) en F, = 1,8. De kracht F,, is A B (produ.t.':t'regel)

afthankelijk van F,, dus gebruik ook de formule i N i Vergelijking fix) = gx) exact oplossen, dus 13 =)

F,=0,6-(L-8). Hierin is L de lengte van het \ xIn(x) - x+1 = In(x) (1p] VATHINGOHed

. . .. \ dus xIn(x) —=In(x) = x+1 =0 dus
uitgerekte koord. L is afhankelijk van het \
. \ In(x)-(x=1) =x+1=0dus In(x)-(x=1) =1-(x=1)* [1p]
hoogteverschil x tussen C en B (of C en A). N
o \ dus x—1=0ofIn(x) =1 [1pl en dus x=1 of x=e [1p]

Dus druk L uit in x. Opgelost moet worden \ x i
(controleer de antwoorden, zie plot)

Fkv =1,8. o _
Conclusie: x=1of x=e.

F. uitdrukken i Opmerking*: als A- B=A-C dan A =0 of B = C, dus hier Intercection

""_u't rukken in x: s o o 20 m metA=x-1enB=In(x)enC=1 — -

L vitdrukken in x levert L* = x*+7° dus of xIn(x) — x+ 1 =In(x) kan herschreven worden tot

L =+x*+49 [1p] - X1 )

dus F,=0,6-(L-8) =0,6- (sz +49 - 8) In(x) = — = 1 voor x # 1. Dit levert x = e op. Controleer daarnaast of ook x — 1 = 0 dus

dus Fy, =2 F,-cos(a) x = 1 een oplossing is!

=2-0,6-(Vx?+49 -8) - cos(a)
Omdat cos(a) = X [p] = X geldt: 7p Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan_. B _
L \x2 +49 Analyse: omdat g(x) = f'(x) geldt ook G(x) = f(x) = xIn(x) — x + 1. De primitieve van g(x) is

dus gegeven.

F.,=2-F, cosl(a)

=2.0,6-(Vx?+49 -8) - —Z—[1p]
\/x +49

Berekenen van x:
Omdat F,, = F,en F,=1,8 moet opgelost worden 2-0,6-({x?+49 —8) . —X— = 1,8 [1p]

Deze vergelijking oplossen met de grafische
rekenmachine:

y;=2-06-(Vx*+49 -8) -

y, =18

\x? +49

Calc Intersect levert x = 7,25... [1p]

Conclusie: hoogte boven de grond is 20 — 7,25...
dus afgerond 13 meter. [1p]

Opmerkingen: noteer altijd de vergelijking die met behulp van de grafische rekenmachine
opgelost moet worden.

Het is niet nodig de vergelijking eerst te vereenvoudigen of deels zelf op te lossen voordat
hij ingevoerd wordt in de rekenmachine. Let bij je eindantwoord op het aantal decimalen
(en wat de vraag is).

.2584419 Y=1.8
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eerste methode met behulp van de uitkomst van de integraal is 0:
2p

J gt dx = [G(]2 = G(2p) - Glp) = f(2p) - (p)

flp) =p-In(p) —p+1enf(2p) =2p-In(2p) -2p+1

Er moet gelden f(2p) — f(p) =0 [1p] dus 2p-In(2p) =2p+1—(p-In(p) —p+1) =0 [1p]
dus 2p-In(2p) -2p+1-p-In(p) + p-1=0

dus 2p-In(2p) =p-In(p) =p=0dus p-(2-In(2p) —In(p) = 1) =0 [1p]

dus 2-In(2p) = In(p) =1 =0 [1p] (p = 0 voldoet niet)

2
In((2p)?) —=In(p) =1 =0 dus In(4—p> —1=0dusIn(4p) =1[2p]dusdp=-e
(rekenregels logaritmen) p
Conclusie: p = %e [1p]

Opmerking: als primitieve van g(x) kan in plaats van f(x) = xIn(x) — x + 1 ook
G(x) = xIn(x) —x genomen worden.

tweede methode met behulp van twee gelijke oppervlaktes:
Analyse: de oppervlaktes links en rechts van het snijpunt van de grafiek van g met de x-as
moeten gelijk zijn.

Snijpunt van g met de x-as: g(x) = f(x) =In(x) =0 dus x=1
1 2p

Opgelost moet worden jg(x jg(x) dx [1p]
p

Omdat —Jg(x) dx = -[Gl x)] ) + G(p) =-f(1) + f(p) en

jg(x) dx = [G(x)]?” = G(2p) - G(1) = (2p) ~ (1) [1p]
geldt —f(1) + f(p) = f(2p) = f(1) dus p-In(p) =p+1=2p-In(2p) =2p+1 [1p]

dus 2p-In(2p) —=p-In(p) =p=0dus p-(2-In(2p) —=In(p) =1) =0
dus 2-In(2p) —In(p) =1 =0 [1p] (p = 0 voldoet niet)
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2
In((2p)?) - In(p) -1 =0 dus In(4p ) —-1=0dus In(4p) =11[2pl dusdp=-e
(rekenregels logaritmen) P

Conclusie: p = %e [1p]

Opmerking: als primitieve van g(x) kan in plaats van f(x) = xIn(x) - x + 1 ook
G(x) = xIn(x) —x genomen worden.

Gebroken goniometrische functie

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: opgelost moet worden f(x) = \2. (Denk aan de goniometrie-formules vooraan het
examen, zie ook de bijlage formuleblad in deze examenbundel.)

&ix) =2 [1p] dus cos(x) = V2 - —sin?(x)
—-sin®(x)

=2 - (cos?(x) — 1) [1p] (want sin?(x) + cos?(x) = 1)
-2 =0 [1p]
12\1-4.V2. 2 _

Opgelost moet worden

dus cos(x)

dus V2 - cos?(x) — cos(x)

1+£3

dus cos(x) = abc-formule) [1p]

(x s ) 1p

4p
-2 -1 1 4 2

dus cos(x) = =—=-—+2 [1p] (of cos(x) = =-—=-=12 (heeft geen

(X == =T = =5 V2 19) (of cos(x) =2 — = = V2 (heeft g
oplossingen))

__1 =3 =5
cos(x) = 2\!2 dus x 4nofx 2"
Conclusie: de x-coordinaten van A en B zijn x = %n en x= %n. [1p]

Onderzoek, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: perforatie, dus teller en noemer zijn voor dezelfde waarde van x gelijk aan 0 én
de limiet bestaat.

eerste methode, perforatie als de teller en noemer voor x = a nul zijn én de limietwaarde
voor x = a bestaat. Begin met de teller = 0
Perforatie: teller en noemer zijn voor dezelfde waarde van x gelijk aan 0. [1p]

Teller cos(x) =0 als x = %n + kTt [1p]

2
dus voor deze waarden van x geldt sin(x) = 1 of sin(x) =

sin(ln+2kn) =1en sin<1%n+2kn) =-
-1 dus sin?(x) = 1, [1p]

dus als x = %n+ kr en noemer p — sin?(x) = 0 dan moet gelden p = 1. [1p]

f,(x) = L(X) heeft een perforatie als voor x = T rsknde Iim f,(x) bestaat.
1- SInZ(X) 2 xa%n+kn
cos(x) cos(x) 1 ;
fi(x) = = = 1p] en I|m (X lim eeft
1 1-sin?(x) cos?(x) cos(x) (ip] () = Xtk cos(x) g

X%?ﬂ+k7[
1 gedeeld door 0, dus deze limiet bestaat niet.
Dus de grafiek heeft voor x = %Tl‘, + km een verticale asymptoot (teller # 0 en noemer = 0).

Conclusie: de grafiek van f,(x) heeft geen perforaties. [1p]
Opmerkingen: beschouw het hele domein, dus vergeet de +kn van x =—;n + kT niet. Het

controleren van oplossingen is, zeker in deze opgave, belangrijk. Een schets verduidelijkt
de situatie.
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tweede methode, perforatie als de teller en noemer voor x = a nul zijn én de limietwaarde
voor x = a bestaat. Begin met de noemer = 0:

Perforatie: teller en noemer zijn voor dezelfde waarde van x gelijk aan 0. [1p]
Noemer is 0 als p - sin?(x) = 0 dus als sin%(x) = p.

Als sin?(x) = p dan geldt 1 — cos?(x) = p dus dan geldt cos(x) = /1 - p. [1p]

Als de teller cos(x) = £4/1 - p is gelijk aan 0 dan geldt p = 1. [1p]

Controle: als p =1, heeft f,(x) = CO_S(X) dan perforaties?
1-sin?(x)

Teller cos(x) =0 als x = %T[+ kr [1p]

fi(x) = cos(x) = cos(x) =1 1plen lim f,(x) = li 1

1 1-sin?(x)  cos?(x)  cos(x) el xoln 1 xln €0S(X)

(en voor de andere waarden van x = %n + kr) bestaat niet.

Conclusie: de grafiek van f,(x) heeft geen perforaties. [1p]

Opmerkingen: beschouw het hele domein, dus vergeet de +kn van x =—;Tc +km niet. Het

controleren van oplossingen is, zeker in deze opgave, belangrijk. Een schets verduidelijkt
de situatie.

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met behulp van de y
richtingscoéfficiénten:

Analyse: denk aan het product van de v
richtingscoéfficiénten = —1. Druk de
codrdinaten van F Q en R uit in p. AN -

~

De punten zijn P(0,

1), atr, -1 en -
p p

R(2m, 1. [1p]
p

De richtingscoéfficiént van PQ is fQ\
11
Ay _"p"p_ 2

Ax  m-0  pr’

__1
P _
2n—-m

Tl=

De richtingscoéfficiént van QR is A_)}: =

— [1p]
pn
Loodrecht als -2.2_ -1 dus als i2 = p? [1p]

pn  prw b

Conclusie: PQ en QR staan loodrecht op elkaar als p = % of p= —% [1p]

tweede methode met behulp van de richtingsvectoren:
Analyse: denk aan het inproduct van de richtingsvectoren = 0. Druk de codrdinaten van B
Q en R uitin p.

De punten zijn P(0, l), Q(r, —i) en R(2m, l) [1p]
p p p

— n-0 T
De richtingsvector PQ=| 1 1| = < 2>.

2n -1 T
De richtingsvector OR 1 1 = <g> [1p]
P~ P

Loodrecht als< > ( >_Odus als m? ——2=Odus als p2=i2[1p]
p

Conclusie: PG en QR staan loodrecht op elkaar als p== of p=-= [‘Ip]
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derde methode met behulp van een rechthoekige driehoek: tweede methode, vergelijking van m opstellen:
. H 2 2 _ 2

/;\III:Z;)/rse. gebruik Pythagoras. Als geldt PQ? + QR* = PR? dan staan PQ en QR loodrecht op Lijn k gaat door A(0, 10) en B(40, 0), dus k : y = 10 _%X (p]
De punten zijn P(0, l), alr, _l) en R(2r, l) (o] I?e punten A, B en Pvormen géén driehoek als P op het snijpunt van de lijnen ken m

p p p ligt. [1p]

_ _(2\, 2 _ _
Dus lengte PQ = QR = (p) +n? (Pythagoras) en lengte PR = 21 [1p] Omdat m {);: 133+ g; geldt voor lijn m:y = —%x+40% (1p]
2 2 2 - -

2 2 _ pp2 2 2, (2 2_ 4.2 2\ _ 2
Er moet gelden PQ"+ Q" = PR" dus (p) T +<p> +n° = 4n dus <p> =T Voor het snijpunt van k en m geldt: 10—1X=—§X+40£[1p] dus L x=30%
(Pythagoras) 4 5 5 20 5
A dus x =88

> =’ dus als p? =i2 [1p]
T

Conclusie: de gevraagde codrdinaten van P zijn (88, —12) [1p]
Conclusie: PQ en QR staan loodrecht op elkaar als p = % of p= —% [1p]

8p 14 Onderzoek op algebraische wijze, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
vierde methode met behulp van twee rechthoekige driehoeken:

Analyse: driehoek PQR is symmetrisch ten opzichte van de verticale lijn door Q. Als eerste methode met behulp van 1:1:42 4:
driehoek PQR rechthoekig is, dan moet gelden |xqo—Xp| = |Ya= V5| driehoeken:
, 1 1 1 Analyse: gelijkbenig dus |AP| = |BPI. o L
De punten zijn A0, p)’ Qr, p) en R(2m, p) (el Als bovendien de hoek bij P recht is, dan is
Driehoek PQR is symmetrisch ten opzichte van de verticale lijn door Q. Als driehoek driehoek ABP gelijkvormig met een driehoek 2 .
PQR rechthoekig is, dan moet gelden dat |Xo=Xp|=|Ya=Vp| met zijden 1, 1 en 2 (zie afbeelding),
11 dus moet gelden \2 - |AP| = |ABI. Druk de ~
|Xo=Xp| =T dus |yo—yg =7 [1p] dus |_F - F| =7 [1p] codrdinaten van P uit in t.
5 ) ) P heeft als coordinaten (18 + 5¢, 30 — 31). - I T
-_ = -_= _ = T \
dus | P| T dus m of p " A(0, 10) dus lengte IAP] = (18 + 51)% + (20 - 31)2
Conclusie: PQ en QR staan loodrecht op elkaar als p = % of p= —% [1p] B(40, 0) dus lengte |BPI = (22 - 512 + (30 - 31)?
V2
|AP| = |BPI [1p] dus \(18 + 58)2+ (20 — 31)% = /(22 - 51)2+ (30 = 31)° [1p] dus 1
Driehoek met bewegend hoekpunt 33
60t+ 724 = -400t+ 1384 [1p] dus t = >3 (=1,43...) [1p]
5p 13 Bereken, dus gebruik grafische Y 5 = 1
rekenmachine is toegestaan. 40 Lengte van AP (of BP) is dus |AP| = \/(25%) + (15%) =1 880% (=29,66...) [1p]
Analyse: de punten A, B en P vormen P
géén driehoek als P op het snijpunt ” Lengte van |ABI = V107 + 407 = {1700 (= 41,23...) [1p]
van de lijnen k en m ligt. Bereken de . .
coérdinaten van dit snijpunt. Stel de 20 n Als de hoek bij P recht is, dan moet gelden V2 - |AP| = |AB| maar
vergelijking van lijn k op. | N2 - 880% # 1700 (of \2 - 29,66... # 41,23...) [1p]
1011 oo .
eerste methode, m substitueren in k: B ge hTek. b_”hPtls dus nledt recht.t [Il'pt]) taat niet
Lijn k gaat door A(0, 10) en B(40, 0), . onclusie: het gevraagde pun estaat niet.
! g 1 ( ) ( ) ¢ 10 0 0 0 N ® ™~ Opmerking: ‘algebraisch’, dus het gebruik van de niet-afgeronde decimale breuken (met de
dus k: y=10- ZX [1p] drie stippen) en de ‘is gelijk’-tekens (in plaats van ‘ongeveer’-tekens) is toegestaan.

De punten A, Ben Pvormen géén driehoek als P op het snijpunt van de lijnen ken m tweede methode met behulp van vectoren en inproduct:

ligt. [1p] Analyse: loodrecht dus inproduct = 0. Gelijkbenig dus |AP| = |BPI. Druk de coérdinaten van
[ x=18+bt bsti in k qgeeft: Puitin t.
m { y=30-3t substitueren in k geeft: P heeft als coordinaten (18 + 5t, 30 — 31).
1 1 1
30-3t=10--—(18+5t) [1p] dus 30-3t=5—-1—tdus t= 14 [1p] ﬁ=<18+5t> . B—F}=<—22+5t) 1
4 2 4 20-3¢) ['Pe" 30-3t ) "

Conclusie: de gevraagde coordinaten van P zijn (88, —12) [1p] SN
Loodrecht als AP - BP =0 dus als (18 +51) - (- 22 +5t) +(20-31) - (30-3t) =0 [1p]

dus 341?-170t+204 = 0 dus t>-5t+6 = 0 dus (t-3)(t-2) =0 [1p]
t =2 geeft P(28, 24) [1p] en t = 3 geeft P(33, 21) [1p]

In geval t=2 en P(28, 24) dan lengte |AP| = y28? + 142 = 4980 en
lengte |1BPI = V122 + 242 = \[720
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In geval t= 3 en P(33, 21) dan lengte |AP| = V332 +112 = 1210 en

lengte |BP| = \72+ 212 = \490 [1p]

Conclusie: in beide gevallen geldt |AP| # |BPI, dus het gevraagde punt P bestaat niet. [1p]
Opmerking: ‘algebraisch’, dus het gebruik van de niet-afgeronde decimale breuken (met
drie stippen) is toegestaan.

derde methode met behulp van diagonalen:

Analyse: als hoek APB een rechte hoek is én |AP| = |BPI, dan zijn A, B en P de hoekpunten
van een vierkant APBC. Dan is AB een diagonaal. Punt P moet dan op de andere diagonaal
liggen én tegelijkertijd op lijn m liggen. De diagonalen van een vierkant snijden elkaar
loodrecht middendoor. [1p]

A(0, 10) en B(40, 0). Het midden van ABis het punt M(20, 5) [1p]

— 120 5
Omdat AM = ( 5) [1p] geldt MP = (20) en dus P(25, 25) [1p]

Pligt op m en heeft dus als codrdinaten (18 + 5t, 30 — 31) [1p]
Dus moet gelden 18 + 5t = 25 en tegelijkertijd 30 — 3t = 25.

18 + 5t = 25 geeft t=%én 30 — 3t = 25 geeft t=%[2p]

Conclusie: het gevraagde punt P bestaat niet. [1p]

vierde methode met behulp van cirkel en Thales:

Analyse: stel de vergelijking op van de cirkel met middellijn AB. Snijpunt cirkel en lijn m is
een mogelijk punt P Controleer of |AP| = |BPI.

Cirkel ¢ met middellijn AB heeft middelpunt M(20, 5) en straal r = V425 dus geldt
c:(x—-20)2+(y—-5)2 =425 [1p] en er moet gelden 2APB = 90° dus P ligt op deze cirkel
(Thales). [1p]

Snijden cirkel ¢ met lijn m geeft (18 + 5t—20)2 + (30 - 3t - 5)? = 425

dus 34t2-170t+204 = 0 dus t>—5t+6 = 0 dus (t—3)(t—2) = 0 [2p]

t = 2 geeft P(28, 24) en t = 3 geeft P(33, 21). [1p]

In geval t=2 en P(28, 24) dan lengte |AP| = 282 + 142 =

lengte |1BP| = V122 + 242 = \[720 [1p]

In geval t= 3 en P(33, 21) dan lengte |AP| = Y332+ 112 = {1210

lengte |1BPl = \72+ 212 = /490 [1p]

Conclusie: in beide gevallen geldt |[AP| # |BPI, dus het gevraagde punt P bestaat niet. [1p]
Opmerking: ‘algebraisch’, dus het gebruik van de niet-afgeronde decimale breuken (met
drie stippen) is toegestaan.

vijfde methode met behulp van middelloodlijn:
Analyse: |AP| = |BP| dus P ligt op middelloodlijn van AB. P ligt mogelijk op snijpunt
middelloodlijn en lijn m. Controleer of 2ZAPB = 90°.

Het midden van ABis M(20, 5) en richtingscoéfficiént AB = —% [1p]

Middelloodlijn heeft dus richtingscoéfficiént 4 dus y=4x+ b
M(20, 5) invullen levert y = 4x-75 (of y—5 = 4(x-20)) [1p]

=18 + 5t
Snijden met lijn m: {y 30-3t 9 geeft 30 — 3t = 4(18 + 5t) — 75 [1p]
Dus t=33 (t=1,43..) dus P(25-%,2518) (of P(25,17...; 25,69...) [1p]
23 ‘ 23'°°23 P €90

IAP| = |BP| en als £APB = 90° dan geldt (AP)? + (BP)? = (AB)?

2 2 _ 4 16) 42 _
AP? + BP _<25 23) (25 10) =88022  (=880,07...) [1p]
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AB? = 102+ 402 = 1700 [1p]

Dus (AP)2+(BP)? = (AB)? [1p]

Conclusie: het gevraagde punt P bestaat niet. [1p]

Opmerking: ‘algebraisch’, dus het gebruik van de niet-afgeronde decimale breuken (met de
drie stippen) en de ‘is gelijk’-tekens (in plaats van ‘ongeveer’-tekens) is toegestaan.

Afgeknotte paraboloide
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode, druk V en A uit in a en b:

Analyse: bereken de inhoud, dus gebruik T - j(f(x))z dx. Genoemd wordt h - A, dus bepaal
ook h en oppervlakte A.

Inhoud V van de afgeknotte paraboloide: &t - J( f(x)?dx=m- J dx [pl=T1- Jx dx =
2 _ 1,2 22 é
[2 ] [pl=m- ( b - ) [1p]

Hoogte h van afgeknotte parabolmde is afstand tussen benadus h=b-a
Opperviakte cirkel: A=n-r?=n-(Ym) =n-m

mishetmiddenvanaenbdusm:b2 [1p]dUSA=TE-m=TE-¥[1p]
h=b-a[1p]enA=n-¥dush-A=(b—a)-n-%
Uitwerken Ievert:(b—a)~n-¥=%-n-(b—a) (b+a) == -n-(b*+ab-ab-a?

=V o (pog) =g (Lp2_ 2
—zn(b a’) Tt(zb 2a)[1|o]
Conclusie: V= h- A.

tweede methode, druk 'V en A uit in m en h:

Analyse: bereken de inhoud, dus gebruik T - J(f(x})z dx. Genoemd wordt h - A, dus bepaal
ook h en oppervlakte A.

Inhoud van de afgeknotte paraboloide: TC~'[(ﬂX))2 dx met b= m+%h ena= m—%h [1p]

mLh m+lh m+Lh 1

Dus V=1 J' (ix)?dx=n _[ X)de[1p]=TC J xdx=n-[%x2]m+_h [1p]
m—lh m—lh m%h m-h
=ln-((m+lh)2—(m——h)2) (191
2 2 2
Uitwerken levert: V= 4-1- ((m?+ mh+--h?) —(m? - mh+ hz)) =1 n.(2mh) =mh [1p]

2 4 2

Oppervlakte cirkel: A=n-P=n-(Nm)=n-mipldus h-A=h-m-m[1p]
Conclusie: V= h- A.
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Examen 2019-ll

Minimale lengte

De functie f wordt gegeven door f(x) = x(x — 3)? + 2. Op de grafiek van f ligt het
punt P. Verder is gegeven het punt A (7, 0). Zie de figuur.

De lengte van lijnstuk AP hangt af van de positie van P. In de figuur is P zé gekozen
dat de lengte van lijnstuk AP minimaal is.

figuur

Y

Bereken deze minimale lengte. Geef je eindantwoord in twee decimalen.

212
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Bewegend punt

De beweging van een punt P wordt beschreven door de volgende
bewegingsvergelijkingen:

x(t) = cos(2f) — sin(2f)
{y(t) = sin@f)—sin(y  merost=2r
Op verschillende tijdstippen bevindt P zich figuur 1
op de x-as. Op een van die tijdstippen
bevindt P zich links van de y-as.
Zie figuur 1, waarin de positie van P op
dit tijdstip is aangegeven.
Bereken exact de x-codrdinaat van P op
dit tijdstip.

a7

Op de tijdstippen t = 0 en { = &t bevindt figuur 2
P zich in hetzelfde punt. Dit punt is met
een stip aangegeven in figuur 2.

Ook zijn de snelheidsvector van P op
tijdstip t = 0 en de snelheidsvector van P
op tijdstip t = T aangegeven.

e

.
-
A\
-

3 Bereken algebraisch de hoek in graden tussen deze twee snelheidsvectoren. Geef je

eindantwoord in één decimaal.
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Raaklijn in knikpunt

De functie f wordt gegeven door:
fx) = [x—2] - (§x+2) +1

De grafiek van f heeft een knik in het punt A. Dit punt verdeelt de grafiek in twee
delen. De lijn / is de raaklijn in A aan het linkerdeel van de grafiek. Zie de figuur.

figuur

-

4 Stel op exacte wijze een vergelijking van lijn / op.
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Optimale snijsnelheid

In de metaalindustrie worden met een boormachine gaten in harde materialen
geboord. Zie de foto.

foto

De levensduur van een boor is afhankelijk van de (snij)snelheid: dit is de snelheid
waarmee de buitenkant van de boor door het metaal snijdt. Bij een hoge snelheid zal
de boor snel slijten waardoor de levensduur kort is.

Rond 1900 stelde F.W. Taylor het volgende verband vast:

V-T"=0C

Hierin is:

-V de (snij)snelheid van de boor (in meter per minuut (m/min)) (V ligt vaak tussen
de 5 en 150 m/min),

- T de levensduur (in minuten),

- m een constante die afhangt van het materiaal waarvan de boor is gemaakt,
- C een constante die athangt van het materiaal waarin wordt geboord.

De waarden van m en C worden experimenteel bepaald. De resultaten van een
meting in een bepaalde situatie zijn:

- Bij een snelheid van 20 m/min is de levensduur 116 minuten.

- Bij een snelheid van 30 m/min is de levensduur 40 minuten.

Bereken algebraisch de waarden van m en C in deze situatie. Geef m in twee
decimalen en C als geheel getal.

In een fabriek boort één boormachine 24 uur per dag dezelfde soort gaten. Het is
belangrijk de snelheid van de boor goed in te stellen: een hoge snelheid betekent dat
het boren van een gat minder tijd kost. Maar daar staat tegenover dat de boor sneller
vervangen moet worden.

Men wil berekenen bij welke snelheid V het aantal geboorde gaten A per 24 uur
maximaal is.
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Om A uit te kunnen drukken in V doen we de volgende aannames:

a Het aantal gaten N dat in één minuut geboord kan worden, is recht evenredig met
de snelheid V van de boor. Bij een snelheid van 20 m/min boort deze boor 6 gaten
in één minuut.

b Met behulp van de formule van Taylor is te berekenen na hoeveel minuten boren
de boor vervangen moet worden. Voor het boorproces in deze fabriek geldt
C =150 en m=0,25, dus V- T%% = 150,

¢ Het vervangen van een boor kost telkens 2 minuten. De boormachine is dus maar
een deel van de tijd bezig met boren.

. Ly T
Voor dit deel d geldt: d = T+2

d Voor het aantal geboorde gaten A per 24 uur geldt: A= 1440-N-d

Met de aannames a, b, ¢ en d kun je voor A de volgende formule opstellen:
_ 432V
A= 2 .

TR

Leid deze formule voor A af uit de aannames a, b, c en d.
In de figuur is de grafiek van A weergegeven voor 5 < V < 150.

figuur

30000
A4
!

20000 +

10000 +

0 50 100 150
v

Uit de grafiek blijkt dat er een snelheid is waarbij het aantal geboorde gaten per
24 uur maximaal is.

7 Bereken algebraisch deze snelheid in m/min. Geef je eindantwoord in één decimaal.
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Opperviakte onder een sinusgrafiek
De functie f met domein [0, ] wordt gegeven door f(x) = 2sin(x).

We bekijken het gebied dat begrensd wordt door de grafiek van f, de x-as, de lijn met
vergelijking x = p en de lijn met vergelijking x = — p. Hierinis 0 < p < % w. In figuur 1
is dit gebied grijs. De oppervlakte van het gebied is A(p).

figuur 1

y
21

0] J2 T—p pis 55

Er geldt: A(p) = 4 cos(p).

Bewijs dat deze formule voor A(p) juist is.

De lijn met vergelijking x = p snijdt de grafiek van fin het punt P.

De lijn met vergelijking x = m© — p snijdt de grafiek van fin het punt Q.

De horizontale lijn door P en Q verdeelt het grijze gebied in twee delen. Het deel
boven deze lijn is V, het deel onder deze lijn is W. Zie figuur 2.

figuur 2
y
2..
A
4
I Q
1..
w
(0] p T—p T X

Er is één waarde van p waarvoor de oppervlakten van V en W aan elkaar gelijk zijn.

9 Bereken deze waarde van p. Geef je eindantwoord in twee decimalen.
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Horizontale en verticale asymptoot

De functie f wordt gegeven door:

e* - 1000

fx) =10

De grafiek van f heeft een horizontale asymptoot en een verticale asymptoot. In de
figuur is de grafiek van f met de beide asymptoten weergegeven. De twee asymptoten
snijden elkaar in het punt B.

Het punt A is het snijpunt van de horizontale asymptoot en de y-as.

Het punt C is het snijpunt van de horizontale asymptoot en de grafiek van f.

figuur

Y

10 Bewijs dat B het midden is van lijnstuk AC.
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Wind aan zee

Wind heeft een richting en een snelheid. Daarom kan wind als een vector worden
weergegeven. In de figuren bij deze opgave wordt een wind met een snelheid van
1 m/s weergegeven als een vector van 1 cm.

Op een warme zomerdag worden aan de kust de windrichting en de windsnelheid

door twee processen bepaald:

- de luchtstroming van een gebied met hoge luchtdruk naar een gebied met lage
luchtdruk: dit is wind W,.

— de luchtstroming die ontstaat doordat de temperatuur boven zee anders is dan
boven land: dit is wind w,. We gaan er in deze opgave van uit dat deze wind
loodrecht op de kustlijn staat en richting het land waait.

In figuur 1 is een voorbeeldsituatie getekend waarbij wind Wd in westelijke richting
waait.

figuur 1
N /
Wd>° &
z zee S
5
N land
Wy

A

V4>

De resulterende wind w, is de wind zoals die wordt ervaren door iemand die zich aan
de kust in punt O bevindt. Er geldt: w, = W, + w,,.

Op de uitwerkbijlage achteraan dit examen is een deel van een kust getekend.
Er geldt:

- De wind W, waait met een snelheid van 4 m/s landinwaarts.

- De wind W, waait met een snelheid van 6 m/s.

- De resulterende wind Wr waait evenwijdig met de kustlijn.

Op basis van bovenstaande drie gegevens zijn er twee mogelijkheden voor Wd.
Teken op de uitwerkbijlage deze twee vectoren Wd. Neem daarbij punt O als
beginpunt van w . Licht je aanpak toe.
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Op een plek langs de Nederlandse kust (in figuur 2 het punt O) maakt de kustlijn een
hoek van 30° met het noorden. Op zekere dag waait de wind w, met een snelheid
van 5 m/s in zuidwestelijke richting. De wind WZ heeft een snelheid van 3 m/s en staat
loodrecht op de kustlijn.

In figuur 2 zijn de lijn noord-zuid en de lijn ocost-west de assen van het assenstelsel.
De lijn door O waar vector Wd op ligt, is gestippeld getekend; die maakt dus een

hoek van 45° met het noorden. Figuur 2 staat ook op de uitwerkbijlage achteraan dit
examen.

figuur 2
7
N /// p
7
//
W<b° & /
z ,’b\',\ /7
% 7
S 7
& ,
7
45°
zee -
30° /7
7
7
7/
7/
7/
//
il 90°
O 7/
WZ
Wy
W, land

12 Bereken algebraisch de snelheid in m/s van de resulterende wind. Geef je

eindantwoord in één decimaal. Je kunt bij deze vraag de uitwerkbijlage gebruiken.
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Twee logaritmische functies

De functies f en g worden gegeven door:
f(x)=log(vx) en g(x)=log(xVx) -1

De lijn met vergelijking y = g snijdt de grafiek van fin het punt A en de grafiek van g
in het punt B. Zie figuur 1.

figuur 1
y
y=q A
B
%) X
A
4

Er zijn waarden van q waarvoor A links van B ligt en de lengte van lijnstuk AB gelijk is
aan 3.

13 Bereken deze waarden van q. Geef je eindantwoorden in twee decimalen.
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Het snijpunt van de twee grafieken ligt bij x = 10.

Gegeven is p > 10. De lijn met vergelijking x = p ligt dan rechts van het snijpunt van
de twee grafieken.

De lijn met vergelijking x = p snijdt de grafiek van fin het punt C, de grafiek van g in
het punt D en de x-as in het punt E.

Doordat p > 10, ligt D boven C. Zie figuur 2.

figuur 2
y
x=p
D, —
|
@
o 10 E X
A
4
5p

De verhouding tussen de lengte van lijnstuk CD en de lengte van lijnstuk CE hangt af
van p. Er geldt:

CD _ 2 log(p) -2
CE log(p)

Bewijs dat deze formule voor % juist is.

Als p onbegrensd toeneemt, nadert de verhouding % tot een grenswaarde.

Bereken exact deze grenswaarde.
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Parabool en cirkel met variabele straal

Gegeven is de parabool met vergelijking y = x> en een punt M (0, r) op de positieve
y-as. We bekijken de cirkel met middelpunt M en straal r. Het punt O (0, 0) ligt op
deze cirkel en op de gegeven parabool.

Afhankelijk van de waarde van r hebben de cirkel en de parabool één
gemeenschappelijk punt of drie gemeenschappelijke punten.

In figuur 1 is de situatie met r = 2—% getekend, waarbij er één gemeenschappelijk punt
is. In figuur 2 is de situatie met r = 1 getekend, met drie gemeenschappelijke punten.

figuur2 r=1

, -9
figuur1 r= 20

v y

0] X [5) 53

16 Bereken exact voor welke waarden van r de cirkel en de parabool drie
gemeenschappelijke punten hebben.
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In de rest van deze opgave gaan we uit van de situatie waarin de cirkel en de Uitwerkbijlage bij de vragen 11 en 12
parabool alleen punt O gemeenschappelijk hebben.

De lijn k gaat door M en is evenwijdig aan de x-as. 11

V is het gebied rechts van de y-as dat wordt ingesloten door de cirkel, de parabool en N

lijn k. In figuur 3 is dit gebied lichtgrijs gemaakt.

W is het gebied rechts van de y-as dat wordt ingesloten door de cirkel, de y-as en W<bo

lijn k. In figuur 3 is dit gebied donkergrijs gemaakt. 7

z€C

figuur 3

land

0] X

Wanneer de cirkel wordt gewenteld om de y-as, ontstaat een bol met inhoud % nre,

De gebieden V en W worden gewenteld om de y-as.
Er is een waarde van r waarvoor de inhoud van de omwentelingslichamen van V en
W aan elkaar gelijk zijn.

50 17 Bereken exact deze waarde van r.
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Hints bij examen 2019-II

Lengte, dus denk aan Pythagoras. De grafische rekenmachine is toegestaan, dus
afgeleide = 0 is niet nodig.

Snijden met de x-as, dus y(t) = 0. Denk aan de formules goniometrie.
Bereken snelheidsvectoren met behulp van x(t) en y’(t). Denk aan het inproduct.

Absoluutstrepen, knikpunt bij x = 2. Splits in twee formules zonder absoluutstrepen
door middel van x — 2 en —x + 2.

Gegeven zijn de formule voor C en twee combinaties van V en T. Dit levert twee
vergelijkingen met twee onbekenden op. Hiermee kunnen de waarden van men C
berekend worden.

In de gevraagde formule zijn A en V de variabelen, dus N en d uitdrukken in V. Ga
uit van de formule A=1440-N- d.

Maximaal, top, dus afgeleide = 0. Let op gebruik van de quotiéntregel.
—-p

Oppervlakte, dus gebruik j f(x) dx.
o)
Herleid de uitkomst door gebruik te maken van cos(n — x) = —cos(x).
Oppervlaktes van Ven Wzijn even groot, dus Opp, = Opp,, en A(p) = Opp, + Opp .

Genoemd worden de horizontale asymptoot, de verticale asymptoot en punt B.
Bereken eerst deze asymptoten en punt B. Let op: horizontale asymptoot alleen als
X — —oo,

Er moet gelden W, + W = w,.
W, heeft lengte 6, dus het eindpunt van w ligt op een cirkel met straal 6.

De hoeken van w, en w, met de positieve x-as zijn bekend, dus w, en W, kunnen
opgesteld worden.

De x-coordinaat van A noemen we a, en de x-coordinaat van B noemen we b,
dan geldt a + 3 = b dus moet gelden g = f(a) = g(a + 3). Bereken, dus de grafische
rekenmachine mag gebruikt worden.

D ligt op g, dus D(p, In(p\/E) —1). Noteer CD en CE. Er geldt CD = DE - CE.
Gebruik het resultaat van de vorige opgave. Herschrijf het gegeven quotiént.

Stel de vergelijking op van de cirkel met middelpunt (0, r) en straal r en bereken de
snijpunten met de parabool.

Ym
Gebruik J' (nx?)dy =
Yo
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Uitwerkingen bij examen 2019-II

Minimale lengte

Bereken in twee decimalen nauwkeurig, dus gebruik
grafische rekenmachine is toegestaan.

Analyse: lengte, dus denk aan Pythagoras. Minimaal,
dus denk aan afgeleide = 0.

P heeft als codrdinaten (x, x(x—3)2+2) en A(7, 0).

(NORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n
CALC MINIHUH

Y1=LIF-HIZ+(KIX-3)2+2)2)

Afstand tussen Pen Ais d =+(Ax)2+ (Ay)? =
\“7 - X)Z + (0 - (X(X_ 3)2 + 2))2 [2p] HL’?E‘SISFFH Y=4.3492768
Minimale afstand van d berekenen met de

grafische rekenmachine.

y; = V(7= %)%+ (x(x-3)? + 2) calc minimum geeft x = 3,25... en y = 4,34... [1p]
Conclusie: de minimale lengte is 4,35. [1p]

Opmerking: let op het aantal decimalen. Omdat het gebruik van de grafische rekenmachine
is toegestaan, is verder herleiden van afstand d niet nodig. In dit geval is differentiéren en
de vergelijking afgeleide = 0 oplossen niet nodig.

Bewegend punt

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: snijden met de x-as, dus y(t) = 0. Denk aan de formules goniometrie, bijlage bij
het examen, zie ook de bijlage formuleblad in deze examenbundel.

eerste methode, met behulp van sin(A) = sin(B):
y(t) = 0 dus sin(2t) = sin(t) [1p]
Dus 2t = t+ 2kn of 2t =t — t+ 2km [1p]

Dus t= 2kt of = L+ kn

Dus (op het gegeven domein geldt) t=0, t= %n, t=7, t= 1%n en t= 27 [1p]
x(0) =1, x(%n) —3—— 3, x(n) =1, x(1 2Tc) ——+—\/§ en x(2r) =1
Conclusie: x-coordinaat van het getekende punt Pis x( ; ————\/_ 3 [1p]

tweede methode, met behulp van sin(2t) = 2 sin(t) cos(t):

y(t) = sin(2t) —sin(t) = 2 sin(t) cos(t) —sin(t) [1p]

y(t) = 0 dus 2 sin(t) cos(t) —sin(t) = 0 dus sin(?) - (2 cos(t) = 1) =0
Dus sin(f) =0 of 2cos(t) =1 =0

Dus sin(t) = 0 of cos(t) = % [1p]
Dus t = krn of t=%n+2kfc of t= —%n+2kn

Dus (op het gegeven domein geldt) t=0, t = %n t=m, t= 1—7‘C en t=2n [1p]

x(0) =1, x(1n) 1 1\/§x(n)_1 x(1 g ):—?+—\/§enx(2n)_1
Conclusie: x-coordinaat van Pis x( 1 — —\/— 3 [1p]
228 ©ThiemeMeulenhoff
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Bereken algebraisch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
eerste methode, met behulp van de hoek tussen de snelheidsvectoren:

Analyse: bereken eerst de snelheidsvectoren met behulp van x’(t) en y’'(t). Gebruik de
tijdstippent=0ent=m7

Bereken een hoek, dus denk aan het inproduct.

Afgeleide van cos(21) is —2 sin(2t) en afgeleide van sin(2t) is 2 cos(21).

. x(t) = cos(2t) —sin(2t) . [ x'(t) = -2sin(2t) — 2 cos(2t)
Dus afgeleide van { Wt) = sin(28) — sin(#) {y'(t) =2cos(2f) —cos(t) "
x'(0) = -2sin(0) —2cos(0) =-2
Voor t = Idt
oort=0ge { V(0) = 2 c0(0) — cos(0) = 1 en voor
x'(m) = -2sin(2n) — 2 cos(2n) = -2
t= Idt 1
T oe { y'(n) = 2 cos(2n) - cos(n) =3 el
-2
(7)-(3 ) a3

Dus hoek tussen de twee vectoren berekenen met cos(op) = ’< ’ | | N

=——[2p]
\/E
Conclusie: ¢ = 29,7° [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

tweede methode, met behulp van de richtingscoéfficiénten:

d '
Analyse: richting, dus d—i = )):, . Bereken afgeleiden x’(t) en y’(t). Bereken een hoek, dus

denk aan tan(a) = r.c.

Afgeleide van cos(2t) is -2 sin(2t) en afgeleide van sin(2t) is 2 cos(21).
Dus afgeleide van x(t) = cos(2t) —sin(2t) is x'(f) = -2 sin(2t) — 2 cos(21) [1p]
en afgeleide van y(t) = sin(2%) —sin(?) is y'(f) = 2 cos(2t) — cos(1). [1p]

dy _ y'(t) _  2cos(2t) - cos(t)
dx ~ x'(t) T —2sin(28) -2 cos(21)
_ dy _ y'(0) _ 2cos(0) —cos(0) _ 1
Voor t=0 geldt 5 = S570) = ~2sin(0) —2cos(0] ~ 2 °"
_ dy y'{n)  2cos(2n) -cos(n) _ 3
voor t=r geldt dx ~ x'(m) T -2 sin(2n) -2cos(2m) ~ 2 [1p]
De richtingshoeken zijn tan(¢,) = — dus ¢, =-26,56...° [1p] en tan(g,) = —% dus

¢, = —56,30...° [1p]
Conclusie: ¢ = -26,56...°~-56,30...° = 29,7° [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

Raaklijn in knikpunt

Op exacte wijze, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: absoluutstrepen, knikpunt bij x = 2. Schrijf de formule zonder absoluutstrepen.
Vervang het deel met absoluutstrepen één keer door (x — 2) en één keer door (-x + 2) met
bijbehorende domeinen. Bepaal het functievoorschrift van het linkerdeel van de grafiek.

Ix-2l=x-2 voor x—2 > 0 dus voor x > 2

Ix-2l=-x+2 wvoorx < 2
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Dus f(x) = (x-2) - ( x+2) +1 als x> 2 (rechterdeel) en

fix) =(-x+2) - (?x+ 2) +1 als x< 2 (linkerdeel) [1p] (controleer met een plot)
Knikpunt als x =2 en f(2) = 1 dus A(2, 1) [1p]
Voor het linkerdeel van de grafiek geldt f(x) = (- x+2) -(%x+ 2)+1= —%xz -x+b5.

Helling berekenen met f'(x) = =x-1. [1p]
Voor de helling in x = 2 van het linkerdeel geldt I)i(TrE\ f'(x) = I)i(pzw(—x— 1) =-3.

Vergelijking raaklijn is I:y = =3x+ b [1p] door A(2, 1)
Conclusie: vergelijking raaklijn is l:y = =3x+ 7. [1p]

Opmerking: controleer f(x) = (x-2) - (—;x+2) +Tlalsx>2enf(x) =(-x+2)- (—;x+2) +1
als x < 2 met een plot.

Als de richtingscoéfficiént is berekend met f'(2) = -3 in plaats van met een limiet, dan
worden er geen scorepunten in mindering gebracht.

Optimale snijsnelheid

Bereken algebraisch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: gegeven zijn de formule voor C en twee combinaties vanV enT. Invullen van
deze twee combinaties in de formule voor C levert twee vergelijkingen met de twee
onbekenden m en C op. Hiermee kunnen de waarden van m en C berekend worden.

V. T"=Cmet V=20en T= 116 levert 20- 116" = C.
V. T"=Cmet V=30en T=40levert 30-40" = C.

Dus 20 - 116™ = 30 - 40™ [1p] dus 1:(?: =30 dus 297 =15 1p] dus

m =2%log(1,5) = 0,380... = 0,38 [1p]
C=20-116%%% =~ 122,24... [1p]
Conclusie: C = 122 en m = 0,38

Opmerking: let op het aantal decimalen. Let op het gebruik van het =-teken bij 0,38... en
het =-teken bij 0,38.

Leid af, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: in de gevraagde formule zijn A en V de variabelen, dus de variabelen N en d
uitdrukken in V. Ga uit van de formule A = 1440- N - d.

Gegev7t_9n Zijn ook de formules V-T™ = C (en hier zelfs V-T%% = 150), A = 1440- N - d en
d=

T+2°
Het aantal gaten N is recht evenredig metV en bij V = 20 worden en zes gaten geboord
(per minuut).

_T
T+2°
N =c-V, want N is recht evenredig met V (aanname a). Omdat V=20 en N = 6 geldt
hier N=0,3- V. [1p]
Dit substitueren in A=1440- N-d geeft A=1440-0,3- V- d.
__T
T+2

A=1440-0,3- V- ﬁ

V. T%% = 150 (aanname b). Druk T uit in V, dit geeft T°% = 150 dus T= (70)

0
Dit substitueren in A=1440-0,3- V- —geeftA— 1440-0,3- V- #
T+2 (ﬂ) v 2
v
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Ga uit van aanname a, c en d: A = 1440 - N - d met N het aantal gaten en d =

(aanname c). Dit substitueren in A=1440-0,3- V- d geeft
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150 )“ 150* 150*
4 4 4 4
Herschrijf v = 4 = 4 V. (ga na waarom hier met —- v
150\, , 150%, .,  180% ., V¢ V4
% ) * v4 V4 vermenigvuldigd wordt)
1 1
4 4 4
1503502 Vi 350 Ve 15;0 = ; v [1p] (ga na waarom hier met 150
+2- 50%"+2- . 142 1504
150 1504 vermenigvuldigd wordt)
Dus A=1440-03-V.— 1= 432V
142V 2y
150*  150*
Conclusie: A= # [1p]
Ve
1504

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan gebruikt worden bij de volgende opgave.

Bereken algebraisch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: maximaal, top, dus afgeleide = 0. Let op gebruik van de quotiéntregel.

Gegeven is A= # met teller t = 432 V en dus t’ = 432 en noemer
—1504-V4+1
_ R _ 2\
= 1507 V*+1endusn - V7 [1p]
432.(1504‘v4+1>-
Dus A’ = . 5
( -V4+1)
150%
432-( RV >—1728 v
150* 150*

= 3 [1p] (quotiéntregel)
( 2_ e )
1504

Top als teller is 0, dus als 432 - (L V441 ) 1728 —2 . 4 =0 [1p] dus als
150° 150°

864 4 3456 4
1s0¢ V=0
dus als 2592 . V4 =432 dus als V* = 432. % = 84375 000 dus

= +\84375000 ~ +95,84... [1p]

Conclusie: V=95,8 [1p] (V = -95,8 vervalt)
Opmerking: in plaats van breuken mogen ook decimale breuken gebruikt worden bij de
tussenberekeningen. Let op het aantal decimalen.

Opperviakte onder een sinusgrafiek

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Gebruik de formule
cos(mt — x) = —cos(x).

-p
Analyse: oppervlakte, dus gebruik J f(x) dx.

P
Primitieve van 2 sin(x) is —2 cos(x).

-p
Oppervlakte = J' f(x) dx = J 2sin(x) dx [1p] = [-2 cos(x)] [1p]

= —2cos(n—p) —-2cos(p) =--2cos(p) — -2 cos(p) =4 cos(p) [1p]

Conclusie: A(t) = 4 cos(p) [1p]
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan gebruikt worden bij de volgende opgave.
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Bereken, rond af op twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
Analyse: oppervlaktes van V en W zijn even groot, dus Opp, = Oppy. W is een rechthoek,
dus opperviakte W is te berekenen met lengte x breedte.

De oppervlaktes van V en W zijn even groot, dus Opp, = Opp,, en A(p) = Opp,+ Opp -
4 cos(p) = Opp,+ Opp, dus 4 cos(p) =2 -Opp,, dus Opp,, = 2 cos(p)

Ook geldt Opp, = (t—p—-p) - 2sin(p) = (r—2p) - 2sin(p) [1p] (opperviakte rechthoek
dus lengte x breedte)

Dus opgelost moet worden (- 2p) - 2 sin(p) = 2 cos(p), [1p]

oplossen met grafische rekenmachine.

Y, = (n—-2x) - 2sin(x)
y, = 2 cos(x) calc intersect levert x = 0,41 [1p]
(zie figuur 2, x < %n)

Conclusie: p = 0,41 [1p] l
I
H

Opmerking: let op het aantal decimalen. Noteer altijd

ook de vergelijking die opgelost moet worden. ey ¥=1.8380194

Horizontale en verticale asymptoot

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: genoemd worden de horizontale asymptoot, de verticale asymptoot en punt B.
Bereken eerst deze asymptoten en punt B. Let op: horizontale asymptoot alleen als
X — —oo. Genoemd worden ook de punten A en C. Bereken deze punten A en C. Bereken
daarna het midden van A en C.
e?*-1000
e*-10
Verticale asymptoot: e*—10 = 0 dus V.A.: x = In(10) [1p]
Dus x-codrdinaat van punt B is In(10).

Gegeven f(x) =

Horizontale asymptoot* van f(x) berekenen met:

)!Lrpm(ez"— 1000) = 0-1000 = -1000 en Jim (e*~10) =0-10=-10
. e*-1000 _ -1000 _ o
Dus |im, >—10 - —10 - 100 dus H.A.: y =100 [2p]

Dus punt A(0, 100)

2x
Punt C berekenen met: 2;71?80

2x
e? =100 - e* dus e? = e* =100, dus punt C(In(100), 100) [2p]
B(1n(10), 100), A(0, 100) en C{ In(100), 100)

=100 dus e?*-1000 = 100 - (e*—10) [1p] dus

In(100)

a1
Dus midden van A en Cis ( ) 100) = (% In(100), 100) = (ln(1002), 100) =
(In(10), 100)

Conclusie: het midden van Aen Cis B. [1p]

*Opmerking: een andere manier om de horizontale asymptoot te bepalen is: als x

onbegrensd afneemt, dan naderen e* en e naar 0. De horizontale asymptoot van f(x)

0-1000 _ -1000
0-10 -10

heeft dan als vergelijking y = =100 dus H.A.: y = 100.
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Wind aan zee

Analyse: van WZ zijn lengte en richting bekend, van Wd
is alleen de lengte bekend en van W, is alleen de richting
bekend.

Wd start in O en het eindpunt P ligt op de cirkel ‘in de zee
met straal 6. Er moet gelden W,+ W, =w, (zie de schets).
eerste methode, met behulp van vectoren:

Vector V’vz met lengte 4 en richting loodrecht op kustlijn is
bekend, zie de uitwerkbijlage.

Wd heeft lengte 6, dus teken de cirkel met straal 6 en middelpunt op het eindpunt

van w,. [2p]

Aangezien W, evenwijdig aan de kustlijn loopt, start W, in O en eindigt W, in het
snijpunt van de cirkel met de kustlijn [1p] (twee oplossingen, ga na in gegeven
figuur).

Aangezien W, + w, = W, is w, de vector die start bij het eindpunt van w, en eindigt in
het eindpunt van W, (twee oplossingen, ga na in gegeven figuur).

De twee gevraagde vectoren W, starten in O.Teken W, = W,— W,. [1p]

’

tweede methode, met behulp van de stelling van Pythagoras:
2 2 2
W, L w,enw,+wy=w,dus |?vz| + |7v,| = |7vd| [1p] dus
2
42+ |w,|" =62 dus |w,| = V36-16 = V20 =~ 4,4... [1p]

Teken de eindpunten ian W:;op_c)je kustlijn op afstand W W
4,4 van O. [1p] Teken w, = w, - w,. [1p]

zee

land

- ~e
Se
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Bereken algebraisch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Gebruik van
decimale breuken is toegestaan.

eerste methode, met behulp van vectoren:

Analyse: de hoeken van w, en W, met de positieve x-as zijn bekend, dus W, en W, kunnen
opgesteld worden.

De snelheid van w, is 3 m/s en w, staat loodrecht op de kustlijn, dus de hoek met de
positieve x-as is =30° [1p], dus

W= <3-cos(—30°)> B <2,59...> (]
2=\ 3. sin( - 30°) 15 )P
De snelheid van W is 5 m/s en W, gaat in zuidwestelijke richting, dus de hoek met de

. . 5.cos(-135°) (—3,53...)
t - -135°, dus w, = = 1
positieve x-as is us wy, <5 sin(— 135°)> _353.. [1p]

Aangezien W, = w,+ w,geldt w, = <_O'93'"> [1p]
-5,03...
Voor de snelheid geldt dus: [w,| = y(-0,93..)2+ (- 5,03..)2 = 5,1
Conclusie: de gevraagde snelheid is 5,1. [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

kustlijn
tweede methode, met behulp van cosinusregel: 30° /15
Analyse: bekijk de driehoek waarbij Wd aangrijpt
op het eindpunt van w . [1p] 30° 45°
De hoek tussen zijde Wd met lengte 5 en 457 0° W
zijde w, met lengte 3 is 75° [2p] . NS
(ga dit na in de figuur, denk aan loodrecht, W 75
overstaande hoeken en F-hoek). W
Cosjnusregel geeft r 5/
|w| =52+32-2.5.3.cos(75°). [1p] W
Conclusie: de gevraagde snelheid is 5,1. [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

Twee logaritmische functies

Bereken in twee decimalen, dus gebruik grafische
rekenmachine is toegestaan.

eerste methode, x, = a en druk xz ook uit in a:

Analyse: de x-codrdinaat van punt A noemen we a, en de
x-codrdinaat van B noemen we b, en B ligt 3 rechts van A.
Dan geldt a + 3 = b. Door A en B gaat de horizontale

lijn y = q, dus moet gelden f(a) = g(a + 3) = q.

fla) = gla + 3) = g [1p], dus serassden

[NORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

CALC INTERSECT
¥2=109MCK+3)71.50-1

Y="0.204623

log(ya) = log((a+3)y(a+3)) =1=qlip]

oplossen met grafische rekenmachine.

y; = log(Vx)

¥, = log((x+ 3)/(x+3)) — 1 en calc intersect [1p]

levert x=0,389... en y=-0,204... en x=4,864... en y = 0,343...

(twee oplossingen, ga na in gegeven figuur)

Conclusie: de gevraagde waarden van q zijn 0,20 en 0,34. [1p]

Opmerking: let op het aantal decimalen. Let op de haakjes in het functievoorschrift van
gla + 3). Let op het goede gebruik van haakjes: de —1 in de functie van g(x) hoort niet bij
de logaritme. Noteer altijd ook de vergelijking die opgelost moet worden. Het is niet nodig
de vergelijking eerst te vereenvoudigen of deels zelf op te lossen voordat hij ingevoerd
wordt in de rekenmachine.
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tweede methode, f(x,) = q en druk xz ook uit in q: HORHERE TR
Analyse: de x-coérdinaat van punt A uitdrukken in q. Ya=x
Hiermee de x-codrdinaat van punt B uitdrukken in q. V

Er moet gelden g(xg) = q.

De lijn y = g snijdt fin punt A: f(x,) = Iog(\/x_A) =q
dus \x, = 107 dus x, = (1092 = 10%

De lengte van het lijnstuk tussen x, en x; is 3, dus
geldt xg = (1092 +3 = 1029+ 3. [1p]

glxg) = g(1029+3) =log((10%9+3)4(10%29+3)) -1

De lijn y = g snijdt de grafiek van g in punt B. Dus vergelijking

log(( 1029+ 3)4/(1029+3)) - 1 = q [1p] oplossen, met de grafische rekenmachine.

vy = log((10%+ 3)(102+3)) -1

Y, = x en calc intersect [1p]

levert x=-0,204... en y=-0,204... en y=0,343... en y=0,343...

(twee oplossingen, ga na in gegeven figuur. Let op: q wordt in de rekenmachine
ingevoerd als een x.)

Conclusie: de gevraagde waarden van q zijn —-0,20 en 0,34. [1p]

Opmerking: let op het aantal decimalen. Let op de haakjes in het functievoorschrift van
g(10%7 + 3). Let op het goede gebruik van haakjes: de —1 in de functie van g(x) hoort niet bij
de logaritme. Noteer altijd ook de vergelijking die opgelost moet worden. Het is niet nodig
de vergelijking eerst te vereenvoudigen of deels zelf op te lossen voordat hij ingevoerd
wordt in de rekenmachine.

'9.20”828 Y="0.204823

derde methode, f(x,) = q en f(xg) = q:

Analyse: f(x,) = q en f(xg) = q. Hiermee x, en xg

uitdrukken in q. B ligt 3 rechts van A. Er moet dus

gelden x, + 3 = x.

Voor x, geldt: log(yx,) = g dus +/x, = 109 dus
— q\2 _ 2q st

x,=(1092=10

Voor xg geldt: log(xgyxz) =1 = g dus xg4/x5 = 109
3 2

dus (x5)2 = 109" dus x, = (109")2 [1p]

Y1=107(ZK)+3

K="0.204823 Y=3.3893624

2
De lengte van het lijnstuk tussen x, en x; is 3, dus vergelijking 1029+ 3 = (109") 3 [1p]
oplossen, met grafische rekenmachine.

y, =102 +3

2
y, = (10°1)3 en calc intersect [1p]
levert x =-0,204... en y =3,389... en x=0,343... en y = 7,864...
(twee oplossingen, ga na in gegeven figuur. Let op: q wordt in de rekenmachine
ingevoerd als een x.)
Conclusie: de gevraagde waarden van q zijn —-0,20 en 0,34. [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen. Noteer altijd ook de vergelijking die opgelost
moet worden. Het is niet nodig de vergelijking eerst te vereenvoudigen of deels zelf op te
lossen voordat hij ingevoerd wordt in de rekenmachine.

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: CD en CE worden genoemd, dus noteer CD en CE. Er geldt CD = DE — CE. Gebruik
rekenregels logaritmen.

eerste methode, maak onder andere gebruik van log(a) — log(b) = log(a : b):

Omdat CD = DE - CE en DE = g(p) = In(p\/p) =1 en CE = fip) = In(yp) geldt

CD = log(p+p) - 1 -log(~/p).
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log(PVP) _
oD _ Iog(px/_)—1—log(f) ol = \p _ log(p) -1
CE log(+/p) log(yp) log(+/p)
mdat log(+p) = log(p?) = 5 log(p) geldt = = 0307~ Lloglp p

CD _ 2log(p) -2
Conclusie: CE " log(p) [1p]

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan gebruikt worden bij de volgende opgave.

tweede methode, maak onder andere gebruik van log(a") = n - log(a):
Omdat CD = DE - CE en DE = g(p) = In(p~/p) -1 en CE = f(p) = In(«/p) geldt

=log(pyp) - 1-log(+p).
o _ Iog(p\/_)—‘l—lOg(\/_) _log(p'?) - 1-log(p?)

1210g(p) -1 -Flog(p)

_ _ log(p) -1
) Tiog(p) " Tiogp 7
1log(p 1log(p
Conclusie: €2 M[’Ip]

CE log(p)
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan gebruikt worden bij de volgende opgave.

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: gebruik resultaat vorige opgave. Herschrijf het gegeven quotiént.

. CD _,._2log(p) -
Gevraagd wordt Iplm E_ymw
cpD . 2loglp)-2 <2 log(p) 2 ) .
lim == =Ilim =lim - 1pl = | 2 - =201
p== CE ~p== log(p) ==\ log(p) log(p) (el ( (p)) 1]

(controleer, bijvoorbeeld met een tabel)
Conclusie: de grenswaarde is 2.

Parabool en cirkel met variabele straal

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: genoemd worden de parabool (gegeven), de cirkel (met variabele straal r) en het
aantal gemeenschappelijke punten. Stel de vergelijking van de cirkel op en bereken de
snijpunten met de parabool.

eerste methode, m.b.v. de discriminant:

Cirkel met middelpunt op de y-as, straal ren door 0(0, 0) is ¢:x*+(y—r)? = r? [1p]
Deze cirkel snljden met de parabool y = x? levert X’ + (x2 =12 = r? [1p]

Oplossen, dus x>+ x*—2x%r+ P = r* dus x>+ x* - 2x?r=0dus x*(1+x*-2r) =0 [1p]
dus x?=00f1+x*-2r=0dus x*-2r+1=0 [1p]

x? = 0 heeft één oplossing dus x?—2r+ 1 = 0 moet twee oplossingen hebben, dus
moet gelden D >0

dus b’—4ac > Ometa=1,b=0enc=-2r+1dus8r-4>0.

Conclusie: r > %[1p]
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tweede methode, omwerken naar x:

Cirkel met middelpunt op de y-as, straal ren door O(O 0)is c:x*+(y—-n?=r?[1p]
Deze cirkel snijden met de parabool y = x? levert x? + (x* - N? = r? [1p]

Oplossen, dus x>+ x*=2x%r+ > = r* dus x>+ x* —=2x?>r=0 dus x*(1+ x*-2r) =0 dus
x*=00f 1+x2-2r=0 [1p]

x? = 0 heeft één oplossing dus x? = 2r— 1 moet twee oplossingen hebben

dus 2r—=1 > 0 [1p]

Conclusie: r > %[1p]

derde methode, omwerken naar y:

Cirkel met middelpunt op de y-as, straal ren door 0(0, 0) is ¢:x*+(y—r)? = r? [1p]
Deze cirkel snijden met de parabool y = x% levert y+ (y—nN? = r? [1p]

Oplossen, dus y+ y?—2yr+ P =r> dus y+ y> - 2yr+ > = r* dus y(y—2r+1) = 0 [1p] dus
y=0o0of y—2r+1=0[1p]

Dus y=0en dus x= 0 is één oplossing (snijpunt (0, 0)).

Als er drie snijpunten zijn, dan moet y = 2r—1 twee snijpunten opleveren.

Deze snijpunten liggen boven de x-as (zie figuur 2). Dit is het geval als y > 0 dus als
2r-1 > 0.

Conclusie: r > %[1p]

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: parabool y = x?. Genoemd wordt omwentelingslichaam om y-as, dus
Yy

gebruik j(nxz) dy=....
Y

Druk uitinr.

0(0, 0) en M(0, r) en parabool is y = x2.

Inhoud omwentelingslichaam parabool is de inhoud van Ven W samen:

fimx®) dy = firy) dy = [3 my?]!
0 0

—Trr [1p]

273 [1p] (onderste helft

Inhoud hele bol is 273 (formule is gegeven), dus inhoud , is 5

3
van de bol).

Er moet nu gelden: inhoud, = inhoud,,,,p,0 — inhoud, = inhoud, [1p]

dus opgelost moet worden %n r? —%n ré= %n r® [1p]

Dus 3nr?-8nr®=0dusnr?-(3-8r) =0 dus r=00fr=%.

Conclusie: r= % [1p]
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Parabool en twee lijnen

De functie f wordt gegeven door f (x) = x — x°.
11 . )

Het punt T (5, Z) is de top van de grafiek van f.

De lijn /' is de raaklijn aan de grafiek van fin de oorsprong. De lijn m staat loodrecht

op lijn / en gaat door T.
V is het vlakdeel dat wordt ingesloten door lijn m en de grafiek van f. Zie de figuur.

figuur

Bereken exact de oppervlakte van V.
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Goniometrische functies

De functies f en g worden voor 0 < x < 2t gegeven door:

f(x) = 2sin(x) — sin(2x)
g(x) = sin(2x)

De grafieken van fen g hebben vijf gemeenschappelijke punten. Drie van deze
punten liggen op de x-as. De andere twee punten zijn Pen Q.
Zie figuur 1.

figuur 1

Y

4p 2 Bereken exact de x-coordinaten van Pen Q.

De grafiek van g wordt 1 omhoog geschoven. Zo ontstaat de grafiek van de functie h.

Zie figuur 2.
V'is het gebied dat wordt ingesloten door de grafieken van fen h. In figuur 2 is dit

gebied grijs gemaakt.
figuur 2

Y

De grafieken van f en h snijden elkaar in twee punten. De x-codrdinaten van deze
twee punten zijn afgerond 1,33 en 2,97.

5p 3 Bereken de opperviakte van V met behulp van primitiveren. Geef je eindantwoord in
één decimaal.
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De functie k wordt gegeven door k(x) = % tan(x). Zie figuur 3, waarin de grafieken van
k en f zijn weergegeven.

figuur 3

y

De grafiek van k raakt de grafiek van f in een punt met x-codrdinaat %n.

Bewijs dat voor x = %n de grafieken van k en f elkaar inderdaad raken.

Aardbevingen

Een aardbeving ontstaat op een plek in de aarde. Het punt recht boven die plek, op
het aardoppervlak, heet het epicentrum van die aardbeving. We bekijken in deze
opgave een model over aardbevingen, waarbij we ervan uitgaan dat de aardbeving in
het epicentrum ontstaat.

Bij een aardbeving ontstaan verschillende typen golven in de aarde: primaire golven
en secundaire golven. Primaire golven zijn sneller dan secundaire golven. We nemen
in deze opgave aan dat een primaire golf een constante snelheid van 6 km/s heeft en
een secundaire golf een constante snelheid van 3,5 km/s.

Een seismograaf is een meetinstrument waarmee je primaire en secundaire

golven van elkaar kunt onderscheiden. Bij een bepaalde aardbeving registreert

een seismograaf in een meetstation dat de eerste secundaire golf 17 seconden na
de eerste primaire golf bij het meetstation aankomt. Met deze gegevens kun je de
afstand d (in km) van de seismograaf tot het epicentrum van de aardbeving bepalen.
Bereken deze afstand d.

Om de plaats van het epicentrum te bepalen worden de meetgegevens van
verschillende meetstations gecombineerd. In een bepaald gebied staan twee
meetstations: S en T. Meetstation T ligt 192 km oostelijker en 128 km noordelijker dan
meetstation S.

Uit de metingen in meetstation S volgt dat het epicentrum van de aardbeving op een
afstand van 240 km van dit meetstation S ligt.

Uit de metingen in meetstation T volgt dat het epicentrum op 80 km van dit
meetstation T ligt.

Op grond van deze gegevens zijn er twee mogelijke plaatsen van het epicentrum

aan te wijzen. Om deze plaatsen te bepalen worden de meetstations in een
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assenstelsel geplaatst, waarbij meetstation S in de oorsprong ligt. De codrdinaten van
meetstation T zijn dan (192, 128). Zie de figuur.

figuur
y L]
T
1004
1 I X
S 100 200

Bereken algebraisch de codrdinaten van de twee mogelijke plaatsen van het
epicentrum in kilometers. Geef de codrdinaten in je eindantwoord als gehele getallen.

De zwaarte van een aardbeving wordt uitgedrukt in een getal:

de magnitude. Een zware aardbeving heeft een grote magnitude, een lichte
aardbeving heeft een kleine magnitude. De United States Geological Survey heeft
voor verschillende magnitudes onderzocht hoe vaak aardbevingen met die magnitude
in een bepaald gebied voorkwamen.

Zie de tabel.
tabel
gemiddeld aantal
magnitude aardbevingen per jaar
6,0-6,4 210
6,5-6,9 56
70-74 15
75-79 3,1
8,0-84 1,1
85-89 0,3

De onderzoekers Gutenberg en Richter hebben een model ontwikkeld om het aantal
aardbevingen per jaar in een gebied te voorspellen. Dit model is van de vorm:

N = 107-0M

Hierin is M de magnitude en N het te verwachten aantal aardbevingen per jaar met
deze magnitude M of groter. De waarden a en b zijn constanten.
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Uit de tabel kun je afleiden dat er gemiddeld 285,5 aardbevingen per jaar zijn met een
magnitude van 6,0 of groter. Ook kun je afleiden dat er gemiddeld 4,5 aardbevingen
per jaar zijn met een magnitude van 7,5 of groter.

Met behulp van deze twee gegevens is het mogelijk de waarden van a en b uit te
rekenen. Vervolgens kun je met dat model een voorspelling doen van het aantal
aardbevingen per jaar met een magnitude van 6,5 of groter.

Onderzoek hoeveel die voorspelling afwijkt van de gegevens in de tabel.

Geef je eindantwoord als geheel getal.

Een vierkant en vier vectoren

Gegeven is het vierkant OABC met hoekpunten O(0, 0), A(1, 0), B(1, 1) en C(0, 1).
Verder zijn gegeven het punt P(p, 0) en het punt Q(%, 0), metO<p<1.

In figuur 1 zijn de vectoren CP, CA en CQ voor een willekeurige waarde van p

weergegeven.
figuur 1
7p
y
1 @ B
P y 0
T
) 1 2 X
. - rd .. .
8 Bewijs dat voor elke waarde van p de hoek tussen de vectoren CP en CA gelijk is
aan de hoek tussen de vectoren a en C—Q)
4p
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M is het midden van lijnstuk PB. Zie figuur 2, waarin ook lijnstuk PB en vector W zijn
getekend.

figuur 2
Y
1C B
M,
P, A 0
0 I 2

In figuur 2 is p zo gekozen dat vector Q—M loodrecht staat op lijnstuk PB.
9 Bereken deze waarde van p. Geef je eindantwoord in twee decimalen.

Limiet van een verhouding

De beweging van een punt P wordt beschreven door de volgende
bewegingsvergelijkingen:

x(f) = t2
y(t) = t2 - 2t
Gegeven is de lijn met vergelijking x = a, waarbija > 0.
Deze lijn snijdt de x-as in punt Q en de baan van Pin de punten R en S, waarbij de
y-coordinaat van S groter is dan de y-codrdinaat van R.
Zie de figuur.
figuur

y

Ll

@) 0 x

Als a onbegrensd toeneemt, nadert de verhouding % tot een limiet.
10 Bereken exact deze limiet.
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Gebroken functie met een parameter Absolute natuurlijke logaritme
Voor p > 0 wordt de functie f, gegeven door: De functie f wordt gegeven door f(x) = |In(x)|.
X+ 4p Gegeven is verder de horizontale lijn met vergelijking y = q, met g > 0.

Deze lijn snijdt de y-as in het punt A en de grafiek van f in de punten B en C met
Xg < X¢. Zie de figuur.

2

B0 =

In de figuur is de grafiek van f, weergegeven.

figuur
figuur
y
y
A B y=q @
/i
A
O X
0] X
Er is een waarde van q waarvoor de lengte van lijnstuk BC drie keer zo groot is als de
lengte van lijnstuk AB.
6p 13 Bereken exact deze waarde van q.

De grafiek van f, heeft een scheve asymptoot.
3p 11 Bewijs dat de grafiek van f, boven deze scheve asymptoot ligt.

Voor elke waarde van p > 0 heeft de grafiek van f, één top.
5p 12 Bewijs dat er een lijn is waarop al deze toppen liggen.
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P en P’

De functie f wordt gegeven door f(x) = 6.
Het punt P is een punt op de grafiek van f rechts van de y-as.

Zie de figuur.
figuur
y
P
/
120%
P’ (0] 2

In de figuur is het punt P zo gekozen dat er een punt P’ bestaat met de volgende
eigenschappen:
- P'ligt op de negatieve x-as;
- Lijnstuk OP' heeft dezelfde lengte als lijnstuk OP;
- ZPOP'=120°.
6p 14 Bereken exact de x-coordinaat van P'.
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Hints bij examen 2021-I

Maak een schets. Stel de vergelijkingen van lijnen / en m op en bepaal de grenzen.
Maak gebruik van oppervlakte = f((bovenste) — (onderste)) dx.

Snijpunten berekenen, dus functies gelijkstellen. Gebruik de bij het examen
geleverde goniometrieformules.

2,97
Gebruik de formule oppervlakte = _[ (f(x) — h(x)) dx, grenzen zijn gegeven.

1,33
Raken, dus moet gelden fdln) = k(%n) en f'(%n) = k'(%n). Maak dus ook gebruik
van de gegeven x-waarde.

dis de afstand van het epicentrum tot het meetstation. Noem de tijd waarop de
(eerste) primaire en secundaire golven aankomen respectievelijk t,ent,.

Maak een schets. Denk aan cirkels of de cosinusregel.

Met de gegevens uit de tabel en de formule N = 109°" is een stelsel van twee
vergelijkingen te maken.
a . c
() (3)

Hoek tussen vectoren, dus denk aan cos(o) = T T of zoek gelijkvormige
|(b)| ' |(d)|
driehoeken (maak hiervoor een rechthoek OQRC met R op lijn CB loodrecht boven Q).

Loodrecht, dus denk bijvoorbeeld aan inproduct richtingsvectoren = 0 of aan
product richtingscoéfficiénten = -1 of aan Pythagoras.

Voor één waarde van x zijn er twee waarden van y, want x(t) = t*> = a geeft
t=—a v t=+a en dit geeft twee verschillende y-waarden.

X3“;4 = £+ 2 .... Bepaal de scheve asymptoot en toon aan
X

X2 X2
dat de grafiek boven de scheve asymptoot ligt.

Herschrijf £, (x) =

Top, dus f'p(x) bepalen en f'p(x) = 0 herschrijven zodat p uitgedrukt wordt in x (of x
uitgedrukt wordt in p).

Voor het linker deel van de grafiek geldt: f(x) = —In(x), voor het rechter deel geldt:
f(x) = In(x). BC is drie keer AB, dus AC is vier keer AB.

Maak een schets. ZPOP’ = 120°, teken aan de rechterkant een rechthoekige
driehoek met 60°. Voor deze driehoek geldt de verhouding 1:2 :+/3.
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Uitwerkingen bij examen 2021-1

Parabool en twee lijnen

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine )
is niet toegestaan.
Analyse: maak een schets. Stel de vergelijkingen m
van lijnen | en m op.

Loodrecht dus rc; - rc,, = -1

Opstellen vergelijking van raaklijn /in (0, 0): s
f(x) = x—x?>en dus f'(x) =1 -2x [1p] Z
Dus r.c. van lijn /is f(0) = 1 dus I y = x (/ gaat y

door de oorsprong dus b = 0).

Lijn m loodrecht op lijn / dus r.c. van
lijn mis =1 [1p]

dus my=-x+b

Lijn m gaat door T(? Z) dus m:y=-x+ i [1p]

Snijpunten lijn m en grafiek van f berekenen: —x+%= x—x?dus x? - 2X+%= 0 [1p]

. . 1 3, _ _1 _3
Ontbinden in (x - 2)(x— 2)_Odus X = 2 of x 2 [1p]

3

2
Oppervlakte V berekenen met |((bovenste)—(onderste)) dx = J((x—xz)—(—x+%))dx [1p]

N = —N|w

N|w

(- x2+2x+ 3 )dx [—lx + X ——x]i-O———Hp]

Oppervlakte V=

N\—\'—.N\w

N

Conclusie: oppervlakte Vis % [1p]

Opmerking: bij het ontbinden van x? - 2x+% =0 kan gebruikgemaakt worden van

snijpuntT met x = % dus een van de factoren is (x - %)

Goniometrische functies

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: snijpunten berekenen dus functies gelijkstellen. Gebruik de bij het examen
geleverde goniometrieformules.

eerste methode met behulp van de formule voor sin(2x):

Snijden dus 2 sin(x) — sin(2x) = sin(2x) dus 2 sin(x) = 2 sin(2x) dus sin(x) = sin(2x) [1p]
dus sin(x) = 2 sin(x) - cos(x) (zie goniometrieformules) [1p] dus

sin(x) — 2 sin(x) - cos(x) =

dus sin(x) - (1 -2cos(x)) =0

dus sin(x) = 0 of cos(x) = % [1p]
dus (voor het interval [0, 2r]) geldt: x=0Vv x=n Vv x=2n of x= %n vV X= 1%n

Conclusie: de x-coordinaten van Pen Q zijn %n en 1%n [1p]
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tweede methode met behulp van de formule voor sin(A) = sin(B):

Snijden dus 2 sin(x) — sin(2x) = sin(2x) dus 2 sin(x) = 2 sin(2x) dus sin(x) = sin(2x) [1p]
dus x = 2x+ 2kn of x =71 — 2x+ 2kmn [1p]

dus x = 2kn of 3x =71 + 2kn

dus x = 2kn OfX=%TC+%kTC [1p]

dus (voor het interval [0, 2r]) geldt: x=0Vv x=nVv x=2n of x= %n vV X= 1£n

Conclusie: de x-coordinaten van Pen Q zijn %n en 1%n [1p]

Bereken in één decimaal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Primitieve

moet gebruikt worden.
2,97

Analyse: gebruik formule oppervlakte = _[ (f(x) = h(x)) dx, grenzen zijn gegeven.
133
h(x) = g(x) + 1 =sin(2x) + 1 [1p]
2,97
Gevraagde oppervlakte J (f(x) = h(x)) dx = [1p]
1,33

2,97 2,97
| (2 sin(x) = sin(2x)) - (sin(2x) + 1)) dx = [ (2'sin(x) - 2 sin(2x) - 1) dx
1,33 1,33

De primitieve van 2 sin(x) — 2 sin(2x) — 1 is =2 cos(x) + cos(2x) — x [2p]
Oppervlakte = [-2 cos(x) + cos(2x) - x]?3] = —0,0576.... — —2,6932...
Conclusie: gevraagde oppervlakte is 2,6 [1p]

Opmerking: let op het aantal decimalen.

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

Analyse: raken voor x = %T[ dus moet gelden f(%n) = k(%n) en f'(%n) = k'(%n).

f(x) = 2 sin(x) — sin(2x) en k(x) = ltan(x) = _sin(x)
2 2 cos(x)
f'(x) = 2 cos(x) — 2 cos(2x) [1p] en
, cos(x) - 2 cos(x) —sin(x) - =2 sin(x)  2cos?(x) + 2sin?(x) 1
k'(x) = = = [1p]
(2 cos(x))? 4cos?(x) 2cos?(x)
(of K'(x) =% % tan2(x))
_— 1
1 1 2 1 1 1 1 sin(zm) E 3 1
flom)=2sin(=n) -sin(£m)=2- —\3 -—3=-\3 enk(zm)=———— =2 \/’ [1p]
3 3 3 2 2 2 3 ZCOS(%TC)
Aoy = - 2290 0 o 1 _ A1 _ 1 _
f(sn)_Zcos(sn) 2005(3n) 2 2 2 2 2enk(3n) Zcosz(%n) 2% 2 [1p]
To=wl oy = kL
Dusf(sn)—k(gn)enf(sn) k(sn)
Conclusie: (de grafieken van) fen k raken elkaar in het punt met x = %n [1p]
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Aardbevingen
Bereken, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.

eerste methode met behulp van tijd - snelheid = afstand:

Analyse: d is de afstand van het epicentrum tot het meetstation. De tijd waarop de (eerste)
primaire en secundaire golven aankomen, noemen we respectievelijk t, en t,. De eerste
secundaire golf komt 17 seconden na de eerste primaire golf bij het meetstation. Snelheid
primaire golf is 6 km/s en snelheid secondaire golf is 3,5 km/s.

t, 6= dent,-3,5=d [1p]

t,+ 17 =t [1p]

Hieruit volgt t,- 6 = (t,+17) - 3,6 dus t,- 2,6 = 59,6 dus t, = 23,8 s [1p]

Gevraagd wordt afstand d tussen epicentrum en meetstation: d=t,-6

Conclusie: d = 142,8 (of 143 km) [1p]

tweede methode met behulp van afstand : snelheid = tijd:
Analyse: d is de afstand van het epicentrum tot het meetstation. De tijd waarop de (eerste)
primaire en secundaire golven aankomen, noemen we respectievelijk t, en t,. De eerste
secundaire golf komt 17 seconden na de eerste primaire golf bij het meetstation. Snelheid
primaire golf is 6 km/s en snelheid secondaire golf is 3,5 km/s.

d d

tp = E en ts= 3’5 [‘Ip]
ty—t,=17 [1p]
Hieruit volgt 3"’5 -g =17 dus 6d—3,5d = 17 - 3,5 - 6 dus 2,5d = 357 [1p]

Conclusie: d = 142,8 (of 143 km) [1p]
Bereken algebraisch, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met cirkels:

Analyse: maak een schets. Afstand tot een punt, dus denk aan cirkels. Afstand tot S is
240 km en afstand tot T is 80 km.

Voor het epicentrum geldt: x? + y? = 2402 en

(x—192)% + (y - 128)2 = 802 [1p]

dus x? — 384x + 1922 + y? — 256y + 1282 = 802

dus x? - 384x + 36864 + y% — 256y + 16 384 = 6400

Bepaal de snijlijn van de twee cirkels.

Substitueer bijvoorbeeld x? + y? = 57600 in \
X% + y? — 384x - 256y = -46 848

57 600 — 384x — 256y = —46 848 dus

-384x - 256y = —-104 448

dus —-256y = 384x — 104448 [1p]

Dus de snijlijn van de cirkels is

y =-1,5x+408. [1p]

Dit invullen in x% + y? = 2402 levert

x%+ (- 1,6x + 408)% = 2402 dus 3,25

Xx? - 1224x+ 108864 = 0 [1p]

Algebraisch berekenen (met bijv. abc-formule) levert

X 1224 + \j12242—4-3,25' 108 864 1224 - \f12242—4'3,25~ 108 864

65 ~2326en x= 65 =144 [1p]

Conclusie: de gevraagde coodrdinaten zijn (144, 192) en (233, 59) [1p]

Opmerking: gebruik intersect is niet toegestaan.

Opmerking: let op de gevraagde afronding van je eindantwoord, gebruik in de conclusie
alleen gehele getallen.
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tweede methode met cirkels, zie ook de figuur bij de eerste methode:

Analyse: afstand tot een punt dus denk aan cirkels. Afstand tot S is 240 km en afstand tot
T is 80 km.

Voor het epicentrum geldt: x? + y? = 2402 en (x — 192)2 + (y — 128)% = 802 [1p]

y = V2402 2 dus (x— 192) + (Y2402~ x — 128)" = 807 [1p]

dus x? — 384x + 1922 + 2402 — x? - 256 - \240% — x + 1282 = 802 [1p]
dus 256 - 2402 — x2 = —384x — 802 + 1922 + 2407 + 1282

dus 256 - 2402 - x* = —384x + 104448 dus \240% - x* = —1,5x + 408
dus 2402 — x* = (- 1,5x + 408)? = 2,25 x — 1224x + 4082

dus 3,25x2 - 1224x + 108864 = 0 [1p]

Algebraisch berekenen (met bijv. abc-formule) levert

1224 + \/12242—4 - 3,25 - 108 864
X =
6,5

=~ 232,6

1224 -+1224? - 4.3,25 - 108864
- 6,5

Conclusie: de gevraagde codrdinaten zijn (144, 192) en (233, 59) [1p]

n x = 144 [1p]

Opmerking: gebruik intersect is niet toegestaan.
Opmerking: let op de gevraagde afronding van je eindantwoord, gebruik in de conclusie
alleen gehele getallen.

derde methode met driehoek EST en cosinusregel:
Analyse: gegeven is de driehoek EST. Bereken ZEST
(E is het epicentrum).
T(192, 128) dus ST = 1922 + 1282 = 230,75... [1p]
Dus voor driehoek EST geldt: ET = 80, SE = 240 en 50507
ST=230,75...
Dus geldt: 802 = 2402 + 230,75...2 - 2 - 240 - 230,75... - cos(ZEST) [1p] (cosinusregel)
en cos(ZEST) = 0,942... dus ZEST = 19,44....° [1p]
Voor de hellingshoek o van lijnstuk ST geldt tan(a) = % =0,666... dus o = 33,69....° [1p]
De hellingshoek van SE is dus 33,69... — 19,44... = 14,25...° of 33,69... + 19,44... = 53,13...° [1p]
Coordinaten punt E berekenen met:

X,

cos(14,25....) = 2450 dus xg = 240 - cos(14,25.... ) = 232,6
sin(14,25....) = 2‘250 dus y, = 240 - sin(14,25.... ) = 59,1
of

cos(53,13.... ) = 2’;; dus x; = 240 - cos(53,13.... ) = 144,0
sin(53,13....) = ;TEO dus y; = 240 - sin(53,13....) = 192,0

Conclusie: de gevraagde codrdinaten zijn (144, 192) en (233, 59) [1p]

Opmerking: gebruik intersect is niet toegestaan.

Opmerking: let op de gevraagde afronding van je eindantwoord, gebruik in de conclusie
alleen gehele getallen.
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6p 7 Onderzoek, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. tweede methode:
Analyse: met de tabel en de gegeven formule is een stelsel van twee vergelijkingen te Analyse: maak een schets (zie eerste methode). Gevraagd wordt de hoek tussen vectoren,
maken. ay. (¢
N = 10" met M = magnitude en N = aantal aardbevingen met deze magnitude M of dus denk aan cos(o) = M
groter. | b H d |
Gegeven is N = 285,5 aardbevingen met een magnitude van 6,0 en groter dus M = 6,0
en N = 4,5 aardbevingen met een magnitude van 7,5 en groter dus M =75 Gegeven zijn C(0, 1), P(p, 0), A(1, 0) en O(%, 0).

. 285,5 = 107260 = 102: 1060 10? = 285,5 - 10260 1 p
Gegevens invullen levert: 2b75 _ ama.anbT5 b7 [1p] 2. P ( 1) . ( 1) 1
45=10 =107:10 107=4,5-10 Voor ZACP geldt: cos(£LACP) = —5—— = — 2_ = p
Dus 285,5 - 1075 = 4,5 . 1078 [1p] Gl Al - 2ot gtz
b75
dus 2855 _ 10°™ 4 ¢ 986,5:4,6 = 10> dus b - 1,5 = log(285,5:4,5) dus b = 1,20... [1p] N\ 4
25 =10 )
—_— — 1 -1 ; +1
en dus 107 = 285,5 - 10"20'560 en 5 = |0g(285,5 - 10'201%-60) = 9 66... [1p] Voor ZQCA geldt: cos(ZQCA) = i? - (’2) = = [2p]
dus N = 1096612065 _ 71,6 [1p] lcal-lcal [T i1.v2 [ Ta142
Conclusie: N volgens de tabel is 56 + 15 + 3,1 + 1,1 + 0,3 = 75,5, dus de voorspelling P P
wijkt 4 af. [1p] » 141
Opmerking: b mag ook berekend worden met de grafische rekenmachine. Als ZACP = ZQCA dan moet gelden 2p = P
Opmerking: gebruik in het antwoord een geheel getal. \]p +1-42 \/# +1-42
1
_ _ dm(p+n-<ifm‘Jﬂ=(3+1r(WF+rdE>
Een vierkant en vier vectoren
1
6p 8 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. dus p- 7+ 1 V241 p? 1 i 241 i 2

eerste methode met behulp van de hoek tussen 1 & B dus \f_ A —+ 142 +1 —+1- V2 == \/p +1 -2+ \]p +1-42 [1p]

de vectoren:
Analyse: maak een schets. Gevraagd wordt p? 2 1 Pt Iy
de hoek tussen vectoren, dus denk aan dus ?-‘- P2+ \?+ 142 = F-'-? V2 +ypt+1 2
a c
. A
cos((p)=—|((ab)) ((‘i)) o p 1 a dusx1+p2~\/§+\j#+1-\/§=\/1+#»\/§+\p2+1-\/§
o)l 1)

Gegeven zijn C(0, 1), P(p, 0), A(1, 0) en O(%, 0).

Conclusie: cos(£QCA) = cos(£ACP) dus ZACP = ZQCA [1p]

derde methode met behulp van tangens in de rechthoekige (!) driehoeken COP en CRQ

I (1 ) . (p ) o (zie tekening):
Voor ZACP geldt: cos(£ZACP) = ié\ - Cﬁ) = A1 -1/ _ P [2p] Analyse: maak een schets. Als moet gelden ZACP = #ACQ, dan moet ook gelden
Ical-IcAl ~ V2-\p?+1  \p*+1 42 £0CP = ZRCQ.
1 1 Gegeven zijn C(0, 1), P(p, 0), A(1, 0) en O(l, 0) dus R(l, 1)
—_— ) — 1 -1 o + c B R
Voor ZQCA geldt: cos(£ZQCA) = i? Ci = = [2p] L
|CO|~|CA| %+1»\/§ iz+1-\/§
p p
b 14p p+1 A
cos(£QCA) = == = = cos(ZLACP) [1p] 0 F T o)
Lz+1.\/§ p Lz+1.\/§.\/? J1+p% 2
p p

ZACP = 45° - LOCP [1p] en ZACQ = 45° - ZRCQ [1p]

Omdat tan(£OCP) = — = p [1p] en tan(£RCQ) = —— = p [1p] geldt LOCP = ZRCQ. [1p]
)

Conclusie: cos(£QCA) = cos(£ACP) dus ZACP = ZQCA [1p]

1
(-
Conclusie: ZACP = ZACQ [1p] P
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vierde methode met behulp van gelijkvormigheid van de rechthoekige (!) driehoeken COP
en CRQ (zie tekening bij derde methode):

Analyse: maak een schets. Als moet gelden ZACP = ZACQ, dan moet ook gelden

£0CP = ZRCQ.

Gegeven zijn C(0, 1), P(p, 0), A(1, 0) en o%, 0) dus m%, 1)
De rechthoekige driehoeken COP en CRQ zijn gelijkvormig als OP: OC = RQ : RC [2p]

dusals p:1=1 :% [1p] en dit klopt, want p__1_

")
p- 1? =11 P
Dus de rechthoekige driehoeken COP en CRQ zijn gelijkvormig dus ZOCP = ZRCQ. [1p]
ZACP =45° - Z/0OCPen LACQ = 45° - ZRCQ [1p]

Conclusie: ZACP = £ZACQ [1p]

kruislings vermenigvuldigen geeft

Bereken in twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Deze
opgave kan op veel verschillende manieren worden opgelost. Maak een schets en bedenk
welke manieren je kent.

y

| @ B

P A Q
T
o 1 2 X

eerste methode met behulp van richtingsvectoren B_ﬁ) en O_ﬂ:
Analyse: maak een schets. Bepaal richtingsvectoren BP en QM loodrecht dus inproduct is 0.

P(p,0), B(1,1) en O(%,O) en midden van Pen Bis M<p+1 , O+1 ) dus M(%%) [1p]

2 2
p+1 1 p+1 1
_P)=<p_1>=<p_1>[1p]en0_/\/l)= 2 Pl=| 2 P 1p
0-1 -1 1_9 1
2
p+1 1
— —> p-1 2 - F
Loodrecht als BP - QM = 0 dus als 1) ! =0 [1p]
2
dusals (p-1)- (p—ﬂ—l> -1.1-0 [1p]
2 P 2 [E [EXE]:Show coordinates
Vergelijking oplossen met bijvoorbeeld de grafische UGG
rekenmachine:
ﬂ
1

y;=(x=1)- (XZ ! —1;) - en nulpunt berekenen [1p]
levert x = 0,54 coor
E=0.5391888728 ¥=0

Conclusie: p = 0,54 [1p]

Opmerking: je kunt op meerdere vergelijkingen uitkomen, bijvoorbeeld de vergelijking

p+1 1 1_
(-0 (B51- ) +g=0

Opmerking: let op het aantal decimalen.
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tweede methode met behulp van de richtingscoéfficiénten van de lijnstukken BP en QM:
Analyse: maak een schets. Bepaal de richtingscoéfficiénten van de lijnstukken BP en QM

en product is —1. 1
P(p, 0), B(1, 1) en O(%, 0) en midden van Pen Bis M(pT %) dus

p+1 l)
M( 77 ) Pl

Richtingscoéfficiént van BP = —1 _g =7 1 P [1p] en richtingscoéfficiént van
1 1
0- 5 -—
oM = = [1p]
1 _p+1 1 1
p 2 p 2
1 El [EXEl:Show coordinates
1 _? Wl =-{11x)+{121.2)-({112)x2
Loodrecht als —t =1 1p] 2=-(112)
1T-p 1 p+1
P 2 %

—
1 05591, 0.5
2 _ -1 /‘” INTSECT
dus als P+l X=0.6301886728 v=-0.5
p

Ao ey (Ao A A Ve T e
dus 2 (1 p)(p 2P ) +2p+2+1 P =P p+12 > P” el

2 p

Y. = —1; + 1%— %xz (of een andere vorm van de vergelijking)

Yo = —% intersect [1p] levert x = 0,54

Conclusie: p = 0,54 [1p]

Opmerking: je kunt ook op een andere vergelijking uitkomen, bijvoorbeeld de vergelijking

p+1 1 1_
(-p: (P51 ) +g=0

Opmerking: let op het aantal decimalen.

derde methode met behulp van gelijkvormige rechthoekige driehoeken PAB en PMQ:
Analyse: maak een schets.

Voor de rechthoekige driehoeken PAB en PMQ geldt /M = ZA =90° en P = ZP dus 4B = £Q.
Gelijkvormig dus geldt: PA : PM = BA : QM = PB : PQ

1 . )
P(p, 0), B(1, 1) en O(;, 0) en midden Jl c 8
van Pen BisM(p;1, O;1>dus
1 1 1
M= (p+=, ) ol
(2 2 2) M.
Kies; bijvoorbeeld PA : PM = PB : PQ
dus PA- PQ = PB- PM [1p]
PA=1-pen B A
P o 1 2

(3o 3) + (3) (7303

BP=\/12+(1 - p)? =\jp2—2p+2 en PO=%—p [1p]

PA- PQ = PB- PM dus moet gelden (1 -p)- (%—p) = \/%pz—%p+% ApP=2p+2 [1p]
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1
y.]:('l—X)'(;—X)
Yo = %XZ_%X+%-\/XZ—ZX+2 intersect [1p]

levert x = 0,54

Conclusie: p=0,54 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

vierde methode met behulp van Pythagoras in driehoek PMQ:

Examenbundel 2022 | 2023

[E [EXE]:Show coordinates

M=(1—x)((13§1— )

2=(y((114)% Qr(m)))x(«r(xw

\ =

INTSECT
¥=0.5391888728 ¥=0.6061734475

Analyse: maak een schets. In de rechthoekige driehoek PMQ moet gelden PQ? = PM? + MQ?2.

P(p, 0), B(1, 1) en O(%, 0) en midden van Pen Bis M( pt1

M= (2p+ 1)

1
Pa=-1-
5P

’

OJ2'1>dus

(1 N 1 1)\’
mMa=(3-0)'+ (3p+1-1) 1

In de rechthoekige driehoek PMQ moet gelden
PQ? = PM? + MQ? [1p]

\/%(pz—2p+2) en

El [EXEl:Show coordinates

B=((1ax)=%)2
2=, 25x2—YBx+.75+(. 5x+.5-(1ax))2

¥=0.5301888728 ¥=1.730405564

o (o) < (G- ({2 (o35

1 2
=)

3 2
) [1p]

-(Gw-2e2) o (1) (o220 :
Y (4(x 2x+2) ) + Y + 2x+2 x intersect [1p] levert x = 0,54

Conclusie: p=0,54 [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

vijfde methode met behulp van opstellen lijn door M en Q:

Analyse: maak een schets. In de rechthoekige driehoek PMQ moet gelden PQ? = PM? + MQ?.

P(p, 0), B(1, 1) en O(l, 0) en midden van Pen Bis M( p;r1
(1,
dusM_<2p+2, 2 [1p]
Richtingscoéfficiént van BP = 1-0__1
1-p 1-p

PB L MQ dus richtingscoéfficiént van

OM=1__—1p=p—1 [1p]

Dus vergelijking lijn door Qen Misy=(p-1)-x+b

’

0+1>
2

El [EXE]:Show coordinates

2
—1)(.Bx+.5)-1+(11x)

TNTSECT

¥=0.5391888728 ¥=0.5

b berekenen door O(%, 0) in te vullen levert b= -1 +1; dusy=(p-1)-x-1 +% [1p]

Deze lijn gaat door M(%p+
-1
Yi= 2

y,=(x-1)- (%x+%) -1 +lX intersect [1p] levert x = 0,54

11
2'2

256

T 1) (o4
)alsi_(p 1) (2p+2) 1+p[1p]

©ThiemeMeulenhoff

4p

3p

5p

10

1

12

Wiskunde B vwo

Conclusie: p = 0,54 [1p]
Opmerking: b kan ook berekend worden door M(—;p +—;, —;) in te vullen en dan p te

berekenen door Q in te vullen.
Opmerking: let op het aantal decimalen.

Limiet van een verhouding

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: voor één waarde van x zijn er twee waarden van y, omdatt=pent=-p
eenzelfde x-waarde p? en twee verschillende ywaarden p - 2\[p en p + 2+p opleveren.

Gegeven x(t) = t? = adus t=+a en t=—va [1p]

In het geval dat t = \a geldt: y(t) = = 2t = a— 2+/a en in het geval dat t = —/a geldt:
y(t) = 2= 2t=a+2+a. [1p]

Er geldt Q(a, 0), R(a, a—2+a ) en S(a, a+2+/a ) dus |QRl = a-2+/a en |QS| = a + 2+a.

a 2Va _2
. -2 . a_ .
Gevraagd lim2 Va _ lim2&—2_ —1|im Va [1p] (als a onbegrensd toeneemt
== a4 2a a*”£+2\/; Rk
a a \/;
2
dan nadert —= tot 0)
Va
Conclusie: Iimﬂ =1 [1p]
a== a4+ 2+a

Gebroken functie met een parameter

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: bepaal met limieten de schuine asymptoot en laat zien dat f(x) boven deze
asymptoot ligt.

XC+4 x4 4
fi(x) = =+ —=x+—1
1) X X2 X2 x2 el
Iim(x+i2) = x+0 = x (als x onbegrensd toeneemt dan nadert % tot 0), dus
X—00 X
vergelijking scheve asymptoot is y = x [1p]
X2+ 4 4

Omdat x? > 0 (want x # 0) geldt: % >0 dus f,(x) = =X+-g > X [1p]

X2

Conclusie: f,(x) > x, dus de grafiek van f,(x) ligt boven de scheve asymptoot.
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met behulp van f'(x) = 0 en herleiden op p =:
Analyse: top dus f,(x) bepalen en f',(x) = 0

fp(X) = X3)-i(-24p =X+L)1(2—p=x+4p-x‘2
1 _ 8p
fx)=1+-8p-x3=1 e [2p]

. 3x%-x2—(x*+4p)-2x 3x*-2x*-8px x*-8px 8p
of met quotiéntregel: f = = = =1-
( quotiéntregel: f,(x) 7 7 = x3)
Top als 1 _8_ 0 dus 8p = x* dus p=lx3 [1p]

X 8 1

XC+d. —x°
p=lx3 substitueren in f_(x) = X +4p geefty=——-2—[1p]
8 P x? x? .
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x3+%)§ 1 1
Dusdetopligtopy=——F—=—"5—=1
X X 2

Conclusie: de y-coordinaat van de toppen ligt op y = 1%x [1p]

tweede methode met behulp van f'(x) = 0 en herleiden op x =:
Analyse: top dus f'p(x) bepalen en f',(x) = 0

X +4p D
f(x) = =X+—=x+4p-x7?
»(X) 2 e p
1 _ 8p
fp(x)=1+—8p~x3=1—?[2p]
3x%2- X2 -(xX*+4p)-2x 3x*-2x*-8px 8p
of met quotiéntregel ' (x) = = =1-—
( q gel ', (x) & " X3)
8p 1
Topals1—7=0du38p=)9dusx=2p3 [1p]
a1 a1
x = 2p?* substitueren in f,(x) = X3+24p geeft y=8";ﬁp=i’i= 3p3 l1p]
X 4p5 4p5

1 1
Codrdinaten van de top <2p 3,3p 3)

1 1
Conclusie: x=2p3 en y=3p? dus de y-codrdinaat van de toppen ligt op y = 1%x [1p]

Absolute natuurlijke logaritme

Bereken exact, dus gebruik grafische

rekenmachine is niet toegestaan. B —~

eerste methode, maak gebruik van ygz =y, =q:
Analyse: voor het linker deel van de grafiek f
geldt f(x) = =In(x),

voor het rechter deel geldt f(x) = In(x).

BC is drie keer AB, dus AC is vier keer AB,
dus xg=aen x.=4a

Dus geldt: yg = |In(a)] = g en y.=|In(4a)| = g [1p]

Voor het linker deel van de grafiek geldt: f(x) = —=In(x) en xz = a dus g = f(a) = -In(a) [1p]
Voor het rechter deel van de grafiek geldt: f(x) = In(x) en x.=4a dus q = f(4a) = In(4a) [1p]
f(a) = f(4a) dus —In(a) = In(4a) [1p]

In(a) + In(4a) = 0 dus In(4a?) =0 dus 4a% = 1 dus azzidus a:%(want a > 0) [1p]

Conclusie: g = —In(%) =-In(27") =In(2) (of g = |In(%)|) [1p]

tweede methode, maak gebruik van [BC| = x, - xg = 3xg:

Analyse: voor het linker deel van de grafiek geldt f(x) = —In(x), voor het rechter deel geldt
f(x) = In(x).

BC is drie keer AB, dus AC is vier keer AB.

BCis drie keer AB, dus AC is vier keer AB, dus xz;= aen x.=4a

Voor het linker deel van de grafiek geldt: fix) = -In(x) en x5 = a dus

g =|In(a)| = =In(a) [1p] dus a=e9 [1p]

Voor het rechter deel van de grafiek geldt: fix) = In(x) en x. = 4a dus

g =|In(4a)| = In(4a) dus 4a = e [1p]

Omdat |IBCl = x,— xg=3xgen xg=a=e"%en x.=4a= e geldt

e?-e9=3e79 [1pl dus e? = 4e ™9 dus ee;_"q =e?7=4 [1p] dus 2qg = In(4)
Conclusie: g = % In(4) (of g = In(2)) [1p]
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Pen P’
Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode met behulp van 1:2 :\3 driehoek:
Analyse: maak een schets. Hoek van 120° levert 1:2 \/3 driehoek OAP met A als loodrechte
projectie van P op de x-as.
f(x) = 6+x en Pligt op fdus geldt P(a, 61a) [1p]
Driehoek OAP is een 1:2 :+/3 driehoek [1p], dus% = AP dus 2 = 6Va [1p]
1 \3 1 \3
dus a-3 = 6+/a en 3a2 = 36a dus ala—12) =0 dus a = 12 (a = 0 voldoet niet) [1p]
Vanwege 1:2 :43 geldt: |OP| = 2a = 24 [1p]
Conclusie: P'(-24, 0) [1p]

tweede methode met behulp van lijn door O en P:

Analyse: maak een schets (zie eerste

methode). Hoek van 120° levert 1:2 :N[3 2 V3
driehoek OAP met A als loodrechte
projectie van P op de x-as.

Driehoek OAPis een 1:2 :43
driehoek [1p], dus richtingscoéfficiént
van lijn door O en Pis tan(60°) = v3 [1p] 120/60°
Vergelijking van de lijn door O en I 0

Pis y=x\3 [1p]

Pis het snijpunt van y = x\/3 en f(x) = 6+x dus xv3 = 6+x dus 3x* = 36x dus
3x(x-12) =0 dus x=12 (x = 0 voldoet niet) [1p]

y-codrdinaat van P berekenen: y = x\/3 dus y = 12+/3 (of met f(x) = 6+/x dus
f(12) = 6~12) [1p]

P(12, 1243) dus |OP'| = 10P| =122 + (1243)° = 24 [1p] (of met |OP'| =122 + (6412)° = 24)

Conclusie: P'( - 24, 0) [1p]

)>_l

derde methode met behulp van vectoren:

(5)-(3)

Analyse: maak een schets. Gebruik de formule cos(@) = ZENEIZA
‘(b)| ' ‘(d)|
. — p _
Pligt op fdus geldt P(p, 6\/5) en OP = <6\/E> en richtingsvector

o0 _ (-1 o 1
OP' = ( 0 ) en cos(120 )=_? [1p]

P -1
(6\/5) 0 1 -p
Dus cos(120°) =———~"—— [1p] dus — = ———— dus \p?+36p = 2p
P ’(_1)| p 2 \p?+36p Vo +36
6+p 0

dus p? +36p = 4p? [1p]
Dus 3p2 - 36p =0 dus 3p(p—-12) =0 dus p=12 (p = 0 voldoet niet) [1p]

=3 _ 12 _ N 2 _
Dus|OP|—’<6\/ﬁ> =122+ (1243)° = 24 [1p]

Conclusie: P'(-24, 0) [1p]
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vierde methode met behulp van cirkel: Examen 2021-I1l
Analyse: maak een schets. Op cirkel met M(0, 0) en straal p liggen de punten P en P’. De
hoek van 120° levert een 1:2 :A[3 driehoek OAP met A als loodrechte projectie van P op de

x-as. Kromme K

P(=p. 0) ligt op cirkel met M(0, 0) en De kromme K is gegeven door de figuur
straal p, dus op cirkel met vergelijking bewegingsvergelijkingen:

X +y? = p? [1p] Y
Omdat fix) = 6+/x geldt voor de X(t) = cos¥(t) ]

y-codrdinaat van P: y = 6+/x dus { - met0<t< on \
X2+ (6vVx)’ = p? dus x? + 36x = p [1p] Y(t) = sin*(f) B

De hoek van 120° levert een 1:2 :43

driehoek OAP met A als loodrechte In de figuur is kromme K getekend. Ook is

projectie van P op de x-as (zie de . d voor een waarde van t in het bijbehorende
1 \ o A punt van K de raaklijn aan K getekend.
figuur). Er geldt dus OA = ?OP
Omdat |OP| = |OP'| = p geldt voor de x-coérdinaat van P: x = %p [1p] De helling in het punt (x(t), ¥(t)) van K
. . o 1)\’ 1 sin(t X
Substitueren in x? + 36x = p? geeft (2 p) + 36 2 p=p° [1p] kan worden berekend met: — cos((t))
Dus %p2—18p=0dus p(p—-24) =0 dus p=24 [1p] (p =0 voldoet niet) 0 A\
Conclusie: P'(-24, 0) [1p] 3p 1 Bewijs dit.

Een vergelijking van de raaklijn in het punt (x(t), y(f)) van K is:

sin(t)
Y=""cos(t)

X + sin(f)

3p 2 Bewijs dat deze vergelijking juist is.
De raaklijn snijdt de x-as in punt A en de y-as in punt B.

3p 3 Bewijs dat de lengte van het lijnstuk AB constant is.
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Vectoren spiegelen

Wanneer een vector in een lijn wordt gespiegeld, wordt zowel het beginpunt als het
eindpunt van de vector in die lijn gespiegeld.

Het resultaat is een nieuwe vector die het gespiegelde beginpunt en het gespiegelde
eindpunt verbindt.

In figuur 1 is een voorbeeld weergegeven. figuur 1
Daarin wordt vector A_B) met A(1, 1) en 5)’
B(2, 3), gespiegeld in de lijn met vergelijking x=3
x = 3. Het spiegelbeeld is dan vector C_D) i 8 s
met C(5, 1) en D(4, 3). 31

2

19 4 c

of 1 2 3 4 5 67
—_—
Gegeven is punt F(7, 2) en vector OF.
Vector OF wordt in de x-as gespiegeld. Het spiegelbeeld is vector OG.
Voor één bepaalde combinatie van p en q geldt p- a:) +q- O_G) = C3>
Bereken exact deze waarden van p en q.
. , . X 3
Ook is gegeven de lijn k met vectorvoorstelling <y> =t <4)
Zie figuur 2. figuur 2
— . o y
Vector OF wordt gespiegeld in lijn k.
Onderzoek met algebraische berekeningen of
het spiegelbeeld van OF links of rechts van
de y-as ligt.
k
F
[9) X
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Raaklijnen bij een vierdegraadsfunctie

De functie f, is gegeven door:
1
fp(x):zx“—x3+px

De lijn k heeft vergelijking y = px .
Lijn k raakt de grafiek van f, voor iedere
waarde van p in de oorsprong.

De lijn / is de raaklijn aan de grafiek van f,
in het punt A met x-codrdinaat 2.

Lijn / snijdt de y-as voor elke waarde van p
in het punt B (0, 4) .

Punt M is het snijpunt van lijn k en lijn /.

In figuur 1 is de grafiek van f,
weergegeven voor een waarde van p.
De raaklijnen k en [ zijn gestippeld
weergegeven.

Bewijs dat M het midden is van lijnstuk AB.

De lijn k en de grafiek van f, sluiten
een vlakdeel Vin. In figuur 2 is voor
een waarde van p vlakdeel V grijs
weergegeven.

7 Bereken exact de oppervlakte van V.

figuur 1

Examen 2021-lI

figuur 2
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Bankenformules

Op een spaarrekening wordt een bedrag gestort. Het jaarlijkse rentepercentage op
deze spaarrekening is constant. Hierdoor groeit het bedrag op de spaarrekening
exponentieel. Voor de spaarder is het interessant om te weten na hoeveel jaar het
bedrag is verdubbeld.

In(2)
In(1++55)

Hierin is T de verdubbelingstijd in jaren en p het jaarlijkse rentepercentage.

De verdubbelingstijd is exact te berekenen met de formule T =

Bewijs dat deze formule voor T correct is.

Als je geen rekenmachine gebruikt, is de formule voor T onhandig.

Daarom gebruiken bankmedewerkers, als zij de verdubbelingstijd willen weten,
formules die de exacte verdubbelingstijd benaderen. Zulke formules noemen we
bankenformules. Om zo’n bankenformule te vinden onderzoeken we eerst de
noemer van de formule voor T. We bekijken dus de functie N gegeven door:

N(x) = In(1 +%) (met x> 0)

In de figuur is de grafiek van N getekend. Ook is de raaklijn k aan de grafiek van N
in O getekend.

figuur
Y

0,15
0,10

0,05

o 5 10 15 Z
Een vergelijking van kis y = ﬂﬁx. Als x > 0 ligt de grafiek van N onder lijn k. Verder
geldt: als x groter wordt, dan wordt de verticale afstand tussen de grafiek van N en

lijn k groter.

Bewijs met behulp van differentiéren dat de verticale afstand tussen de grafiek van N
en lijn k inderdaad groter wordt als x groter wordt.
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Voor kleine positieve waarden van x ligt lijn k dicht bij de grafiek van N. Je kunt dus
zeggen dat voor kleine positieve waarden van p geldt dat In(1 + %) ongeveer gelijk
is aan fﬁp.

Dan geldt dus: T=—; ofwel T=100 -

05" P

In(2) In(2) 70
P

Daarmee is een voorbeeld gevonden van een bankenformule: de exacte

. " . " 70
verdubbelingstijd T kan voor kleine positieve waarden van p benaderd worden door 3
te berekenen. Deze benadering noemen we T,.

De benadering met de formule T, = 770 verschilt voor toenemende waarden van p
steeds meer van de waarde volgens de exacte formule, waarmee de benadering dus
steeds slechter wordt. Daarom wordt in de praktijk het getal 70 in de teller aangepast
als p groter wordt, bijvoorbeeld naar 72.

Deze benadering noemen we T,.

In de tabel wordt voor twee waarden van p de verdubbelingstijd in jaren volgens de
bankenformules T, = 770 enT,= % vergeleken met de verdubbelingstijd volgens de
exacte formule.

tabel
rentepercentage
p=15 p=55
In(2)
exacte formule T = — N 46,56 12,95
In(1 +W)
bankenformule T, = 2> 46,67 | 1273
bankenformule T, = 772 48,00 13,09

In de tabel is te zien dat voor p = 1,5 de bankenformule T, = 7’70 een betere

benadering geeft dan de bankenformule T, = %. In de tabel is ook te zien dat voor

p =5,5 de benadering met T, = 772 beter is dan met T, = 779.

Vanaf een bepaald rentepercentage p geeft de formule T, = %een betere benadering
70

van de exacte verdubbelingstijd dan de formule T, = o

10 Bereken dit rentepercentage p. Geef je eindantwoord in één decimaal.
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Twee wortelgrafieken

De functies f en g zijn gegeven door f(x) = 2vx en g(x) = V2x.
Op de grafiek van f ligt het punt P (p, 2\/5).

De helling van de grafiek van f in P is gelijk aan L.

JE

De lijn door O en P snijdt de grafiek van g in het punt Q. Deze situatie is
weergegeven in figuur 1.

figuur 1
y )
//
-~
—- P
-
f -
-~
-~
~
//
o= g
== 0
-~
-
-~
-~
-~
-~
~
-

.~-710 x

De helling van de grafiek van g in punt Q is voor elke waarde van p gelijk aan de
helling van de grafiek van f in punt P.

Bewijs dit.

We kiezen nu p = 4. Punt R ligt op de grafiek van g recht onder punt P.
De raaklijnen in P en R snijden elkaar in het punt S (-4, 0). Zie figuur 2.

figuur 2
y _Z
=
P —
—~
= g
=
Z
//
/// — R
-7 b Iz
_
//////
2
=
=78 0] x

Het lijnstuk PR en de grafieken van f en g sluiten een vlakdeel in. Dit viakdeel is in

figuur 2 grijsgemaakt.
Bereken exact de verhouding tussen de oppervlakte van dit vlakdeel en de
oppervlakte van driehoek PRS.
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Asymptoten en raaklijnen

De functie f is gegeven door f(x) = e *.
In figuur 1 is de grafiek van f weergegeven.

;

figuur 1

//7

O X

De grafiek van f heeft twee asymptoten. Daarom heeft de grafiek van de inverse
functie van f ook twee asymptoten.

13 Stel met behulp van exacte berekeningen vergelijkingen op van de asymptoten van
de grafiek van de inverse functie van f.

A e
X2

x|=

De afgeleide functie van f wordt gegeven door f'(x) =
In de rest van de opgave is het domein van f beperkt tot x > 0.

De raaklijn aan de grafiek van f in een punt P snijdt de x-as in een punt S.
Zie figuur 2.

figuur 2

De x-codrdinaat van S hangt af van de positie van P op de grafiek van . Er is een
positie van P waarvoor de x-codrdinaat van S maximaal is.
14 Bereken exact deze maximale waarde van de x-codrdinaat van S.
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Driehoek in cirkel

Een lijn k gaat door de oorsprong O en figuur 1

maakt een hoek o met de positieve x-as, k
o ° y

met 0° < o0 < 90°.

Op de positieve x-as ligt een punt M zo
dat de cirkel met middelpunt M en straal 1 1
lijn k raakt. Punt A is het raakpunt en hoek

OAM is dus 90°. 0

In figuur 1 is de situatie voor een bepaalde
waarde van o weergegeven.

De codrdinaten van A (x,, ¥,) kunnen worden uitgedrukt in o.

15 Bereken de waarde van o waarvoor x, = % Geef je eindantwoord in hele graden.

Voor elke hoek o (met 0° < o < 90°) raakt lijn k de cirkel in punt A. Verder snijdt de
cirkel de x-as rechts van het middelpunt in een punt B. Op de cirkel ligt een punt C
boven de x-as, zo dat de lijn door M en C hoek AMB middendoor deelt. De positie
van M, en dus ook de oppervlakte van driehoek MBC, hangt af van hoek a. In
figuur 2 en 3 is voor twee verschillende waarden van o de situatie weergegeven.

figuur 2 figuur 3
y k y k

Als o nadert naar 0, neemt de oppervlakte van driehoek MBC af tot een grenswaarde.
16 Bereken exact deze grenswaarde.
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HINTS

Hints bij examen 2021-II

Helling, dus gebruik —y,::;. Denk aan de kettingregel.
X
sin(t)

Maak bijvoorbeeld gebruik van de gegeven vergelijking y = — - x+sin(t) en

laat zien dat (x(2), y{1)) = (cos®(2), sin®(1)) op de lijn ligt. Losl
Bepaal met behulp van de raaklijn y = — :g;((?) - X+ sin(t) de codrdinaten van de

punten A en B en gebruik Pythagoras.
Bepaal R?) maak een stelsel van twee vergelijkingen en los het op.

Maak een schets. Er zijn veel verschillende oplossingen mogelijk. Bijvoorbeeld:
bereken de hoek tussen lijn k en de lijn door O en Fen de hoek tussen k en de
y-as. Beredeneer daarmee of het spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt.

Aan de hand van de punten A en B kan het midden M bepaald worden. Ga na of k
door M gaat.
Oppervlakte, bereken eerst de grenzen en gebruik primitieven van k en f.
Maak een formule voor het gespaarde bedrag B na tjaren. p is het
p

rentepercentage, dus de groeifactor is 1 +W

Bepaal de afgeleide of de tweede afgeleide van k(x) — N(x).

Een betere benadering wil zeggen dat het verschil tussen T, en de exacte
waarde van T kleiner is dan het verschil tussen T, en de exacte waarde van T,
dus |T- T,| < |T- T,|. Maak gebruik van de grafische rekenmachine.

Bepaal de vergelijking van de lijn door O en P, daarmee het punt Q en daarmee de
helling van de grafiek van g in punt Q.
Bereken oppeirvlakte driehoek PQS met % /- b en bereken oppervlakte grijze
vlakdeel met j(f(x) - g(x)) dx.

0
Bepaal eerst de inverse van f(x) en daarmee de asymptoten van de inverse. Of
bepaal eerst de asymptoten van f(x) en daarmee de asymptoten van de inverse.

Maak een schets. Ga na: als punt P van links naar rechts de grafiek van f doorloopt,
doorloopt punt S de x-as eerst naar rechts tot een maximale waarde, en daarna
weer naar links. Voor punt P geldt P(p, f(p)). Druk de vergelijking van de raaklijn

in P uit in p. Druk de x-codrdinaat van punt S uit in p. Bepaal de maximale waarde
van x.

Er zijn veel mogelijke oplosmethoden. Maak bijvoorbeeld gebruik van de sinus,
cosinus of tangens en de gelijkvormige driehoeken MOA, AOA’ of MAA'.

Druk £BMC uit in o en bepaal daarmee de hoogte CC’ van driehoek MBC.
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Uitwerkingen bij examen 2021-II

Kromme K

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. v
Analyse: helling, dus gebruikyfm
x'(t) B
x(t) = cos®(t) = (cos(t))® dus x'(t) = 3cos?(t) - —sin(t) [1p]
y(t) = sin®(t) = (sin(#)® dus y'(t) = 3sin?(t) - cos(t) [1p]
y'() _ 3sin’(t)-cos(t) _ 3sin(t)-sin{t}-cosft) _ sin(1) (p]
x'(t)  3cos?(t)--sin(t) —3cos(t) eost) sintt cos(t) ©
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de
volgende opgave(n) gebruikt worden. o A\

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: raaklijn, dus y = ax + b

eerste methode, met behulp van y = ax + b:

_y@ _ sin(@ . . . o
a= X0 = " cosld (zie vorige opgave) dus vergelijking van de raaklijn is
__sin()
=T ostn *F b [1p]
Raaklijn gaat door (x(1), y(t)) = (cos®(t), sin®(t)) dus b berekenen door
(x(t), y(t)) = (cos®(t), sin®(t)) in te vullen.
sin¥(t) = - sint) | cos®(t) + b dus sin®(t) = —sin(t) - cos?(t) + b dus

cos(t)
sin®(t) + sin(t) - cos?(t) = b dus b = sin(t) - (sin?(t) + cos?(t)) [1p] en omdat

sin?(t) + cos?(t) = 1 geldt b = sin(f) [1p]

sin(1)
cos(1)
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt
worden.

Conclusie: de vergelijking van de raaklijn is y = -

- X+ sin(t)

sin(t)
cos(t)

- (x = x(t)):

tweede methode, met behulp van y - y(t) = -

= % =- :;2((?) (zie vorige opgave) en raaklijn gaat door (x(1), y(t)) = (cos®(t), sin®(t))
dus vergelijking raaklijn is y — sin3(t) = —:)2((?) ~(x=cos®(t) [1p]
_ _sin(f) sin(?) 3 . 3
dus y= cos(d cos(d cos®(t) +sin”(t) dus
__Sind) | X+ sin(t)- cos?(t) + sin®(t) dus y = — sin(f) -x + sin(t)- (cos?(t) +sin?(t)) [1p]
cos(1) cos(1)
Omdat sin?(t) + cos?(t) = 1 geldt y = — s:)r;((tt)) -x+sin(t) [1p]
Conclusie: de vergelijking van de raaklijn is y = - s;r;((?) - X+ sin(1)

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt
worden.
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derde methode, met behulp van de gegeven vergelijking y = — sin(t) X +sin(t) en de
cos(t)
gonioformule sin?(t) = —cos?(t) + 1:
Raaklijn met richtingscoéfficiént a = m =- sin(f) (zie vorige opgave) gaat door
(1)
(x(t), y(1)) = (cos?(2), sin?(1) xt)  cos
sin(t)

x =cos®(t) invullen levert y = — -cos®(t) + sin(t) = —sin(t) - cos?(t) + sin(t) [1p]

cos(t)
dus y = sin(t) - (= cos?(t) + 1) [1p]
Omdat sin?(t) + cos?(t) = 1 en dus sin?(t) = —cos?(t) + 1 geldt
y = sin(t)- (- cos?(t) + 1) = sin(t)-sin2(t) = sin®(#) [1p]

Conclusie: de lijn gaat door (x(t), y(t)) = (cos®(t), sin®(t)), dus de vergelijking van de

sin(t)
B cos(t)
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt
worden.

raaklijn is y = - x+sin(t)

sin(t)
cos(t)

vierde methode, met behulp van de gegeven vergelijking y = —
gonioformule cos?(t) = 1 - sin?(t):

- X +sin(t) en de

Raaklijn met richtingscoéfficiént a = vl __ sin(d)

(x(t), Y1) = (cos? (1), sin?(1)) X0~ cos(n

(zie vorige opgave) gaat door

sin(t)

=L . cos®(t) + sin(t) = —sin(t) - cos?(t) + sin(t) [1p]
cos(t)

x = cos®(t) invullen levert y = —
Omdat sin?(t) + cos?(t) = 1 en dus cos?(t) = 1 - sin?(t) geldt
y = —sin(t) - cos?(t) + sin(t) = —sin(t) - (1 - sin?(t)) + sin(f) [1p]

Dus y = —sin(t) - (1 = sin?(t)) + sin(t) = —sin(t) + sin®(t) + sin(t) = sin®(#) [1p]
sin(t)
cos(t)
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt
worden.

Conclusie: de vergelijking van de raaklijn is y = - - X+ sin(t)

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: bepaal de coérdinaten van de punten A en B en gebruik Pythagoras.

s sin(f) . . .
Raaklijn y = cos(d X + sin(t) (zie vorige opgave) v
snijden met de y-as geeft yz = sin(f) [1p]
Raaklijn snijden met de x-as, B
sin(t) . _ sin(t)
cos(d X4+ sin(t) =0 dus cos(d) X, = sin(t)
dus x, = St -cost) _ oo 4

sin(t)

De lengte van het lijnstuk AB is dus ycos?(t) + sin?(t) X

Examen 2021-lI UITWERKINGEN

Conclusie: \cos?(t) + sin(t) = V1 = 1 dus de lengte van 0 A\

het lijnstuk AB is constant. [1p]
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Vectoren spiegelen

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: bepaal OG en los het stelsel van twee vergelijkingen op.

eerste manier, met substitutie: Y
— 7\ . — /7 F(7,2)
OF = <2) spiegelen in de x-as dus OG = ( 2) [1p]

— — 7 7\_(p7+q7 o X
p-OF+q-0G=p <2)+q (—2>_<p-2—q<2> [1el ’\a(m)

—_— —_— 7
en er moet gelden p- OF + q-OG=< 3> dus
p-7+q-7=7 p+qg=1 p=1-q
I d
°S°p{p-2—q-2=—3 - {2p—2q=—3 - {2p—2q=—3 1

p=1-gqinvullenin2p-2q=-3geeft 2(1-q)-2g=-3dus -4g = -5 dus ng [1p]

—1-g=1-58_-_1
enp=1-qg=1 4 2
Conclusie: p = ~Len q= 5 [1p]

4 4

tweede manier, met elimineren:

— 7 . . R 7
OF = <2) spiegelen in de x-as dus OG = ( ) [1p]

-2
PR+ .08 7 7 p-7+q-7
"OF+q-0G = () ( ): 1
p +q p 2+q 9 p-2-q-2 [1p]
—_— —_— 7
en er moet gelden p- OF + q- OG = (_3> dus
p-7+q-7=17 p+qg=1 |2|
IOSOp{p~2—q~2:—3:> 2p-2q=-3 1dus:
2p+2qg=2
2p-2g=-3
ap =-1

-_1 - -5
p= 7 [1plen p+g=1dus q 4

Conclusie: p = —% enqg= % [1p]

Onderzoek met algebraische berekeningen, dus gebruik van grafische deel van grafische
rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode, met behulp van hoeken en tangens:
Analyse: bereken met behulp van de tangens de hoek tussen lijn k en de lijn door O en F
Beredeneer daarmee of het spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt.

Hoek o tussen de lijn door O en Fen de x-as: tan(a) = % dus J;
SR ’
a:tan”(%) =15,945....° [1p] %
Hoek B tussen de lijn k en de x-as: tan(B) = % dus S
(4 ° o S F7.2)
B = tan (—) = 53,130....° [1p]
3 B
I5) X
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Hoek & tussen de lijn k en de lijn door O en F.
8= tan”(%) —tan"(%) = 53,130....°~15,945....°= 37,184....° [1p]

De hoek tussen het spiegelbeeld van OF en de x-as is B+ 8 dus
tan"(%) +tan‘1<%> —tan“(%) = 53,130....°453,130....°~15,945....°= 90,314....° [1p]

Conclusie: deze hoek is groter dan 90° dus het spiegelbeeld van de vector a—l ligt
links van de y-as. [1p]
a c
(b) ' (d)

a c
/(b)/ ' /( d)/
Analyse: bereken de hoek tussen lijn k en de lijn door O en F Beredeneer daarmee of het
spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt.

tweede methode, met behulp van hoeken en de formule cos(¢) =

y
Voor de hoek & tussen de lijn k en de lijn door O en F geldt ?\\ k
(2)-(2) )
2 4 21+8 ~
cos(d) = [1p] = =0,796... ~.
G = A
2 4
dus & = cos™1(0,796....) = 37,184....° [1p] © x
0 3
)G

Voor de hoek 3 tussen de lijn k en de y-as geldt cos(B) =

Dus B = cos™'(0,8) = 36,869....° [1p]

Conclusie: hoek B tussen de lijn k en de y-as is kleiner dan hoek § tussen de lijn k
en de lijn door O en F, dus het spiegelbeeldbeeld van de vector OF ligt links van de
y-as. [1p]

derde methode, met behulp van lijn n loodrecht op lijn k. y
Analyse: bepaal snijpunt S van lijn k en loodlijn n door F op k. N k
Bepaal horizontale afstand tussen S en F Beredeneer daarmee of )
het spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt. N
SUF(7,2
Vergelijking liin k: y = %.x (19l en vergelijking loodlijn 7.2
n:y= $x+ b ?) X
Lijn n gaat door (7, 2) dus 2 = ‘73- 7+bdus b= 7% [1p]
dus loodlijn n:y = SBxe7t
4 4
ii 4,_-3 a 4,3 =71 16,9 \y_71
Snijpunt S bepalen met 3x_ 2 x+74 dus (3 + 4>X—74 dus ( 12 712 )x_74
_29 12 _g512
dus x5 = TR 3 2 [1p]

De horizontale afstand tussen Sen Fis 7 — 3% = 3% en de horizontale afstand
tussen S en de x-as is 3% [1p]

Conclusie: het spiegelbeeldbeeld van de vector ar’ ligt links van de y-as. [1p]
Opmerking: in plaats van de vergelijking van de loodlijn n:y =_73x + 7—}1 kan ook de

vergelijking n:y -2 =_73 (x — 7) gebruikt worden.
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vierde methode, met behulp van lijn loodrecht op lijn k en berekening van de x-coérdinaat

van F’.
Analyse: bepaal snijpunt S van lijn k en loodlijn door F op k. Beredeneer daarmee of het

spiegelbeeld van F links of rechts van de y-as ligt.

(XN _ (7 (4
Vector loodrecht op k door F.<y)_<2>+q (_3) [1p] )),
y 7 4\ _ (3 ~oo Jk
Snijpunt S bepalen met +q- =p- [1p] NE
2 -3 4
7+4q=3p 28+ 16g = 12p N H2)
dus | dus 22 + 25g = ’
us osop{2_3q=4p {6—9q=12p us 22 +25q=0
22 _29 ° *
dus g = 25 (enp-25) [1p]
=74+222 4312
Xg=T7+ 25 4 325 [1p]
Xp=TAXs=322 = xp=x -2 (xg=Xx )=—i
F s 25 F=Xs F=Xs 25

Conclusie: x; < 0, dus het spiegelbeeld van de vector 07 ligt links van de y-as. [1p]
of

Conclusie: xg = 3% is minder dan de helft van x. =7, dus het spiegelbeeld van de

SN
vector OF ligt links van de y-as. [1p]

Raaklijnen bij een vierdegraadsfunctie
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
eerste methode, met de punten A en B en het midden M: y "

Analyse: aan de hand van de punten A en B kan het midden M /
bepaald worden. Ga na of k door M gaat. /

5p

Coodrdinaten punt A berekenen met /
1
fp(2)=Z‘24—23+p-2=4—8+2p=—4+2p ki

dus A(2, -4 +2p) [1p] y
Gegeven is B(0, 4). i
A(2, -4+ 2p) en B(0, 4) dus het midden van lijnstuk AB is N /
pUnt M(1, P) [1p] B i
Omdat de punten A en Bop lijn /liggen, ligt M(1, p) ook “/ 1
op de lijn I. [1p] )
Codrdinaten van M invullen in (de gegeven vergelijking p
van lijn) k: y = px levert p= p- 1 (klopt) dus punt M ligt
op lijn k. [1p]

M is het midden van lijnstuk AB en M ligt op beide o N
lijnen ken |I. N
Conclusie: het snijpunt M van de lijnen k en /is het midden f A
van lijnstuk AB.
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tweede methode, met de lijnen k en | en hun snijpunt S:

Analyse: bepaal de vergelijking van raaklijn | met behulp van de afgeleide en het
snijpunt S van lijn k en |I.

Raaklijn I

fp(x)=%x“—)§+pxdus f‘p(x)=)ﬁ—3x2+pen f,(2)=8-12+p=-4+p

Gegeven is B(0,4)dus b=4dus [:y=(-4+p)x+4 [1p]

De x-codrdinaat van snijpunt S (van de lijnen ken /) berekenen: px=(-4+p)x+4
dus 0 = -4x+4 dus xg=1 [1p]

De x-codrdinaten van A en B zijn respectievelijk 2 en 0, dus (omdat x5 = 1) geldt Sis
het midden van Aen B [1p]

Conclusie: het snijpunt S van de lijnen ken | is het midden M van lijnstuk AB.

derde methode, met de lijnen k en | en hun snijpunt S:

Analyse: bepaal de vergelijking van | door A en B en het snijpunt S van lijn k en I.
Lijn I:

Coordinaten punt A berekenen met f,(2) = % 224-224+p-2=4-8+2p=-4+2p
dus A(2, -4 +2p) [1p]

Omdat A(2, - 4 + 2p) en B(0, 4) geldt r.c. van lijn / (door A en B) is
Ay -4+2p-4  2p-8

AT 2.0 T2 P4

Gegeven is B(0,4)dus b=4dus [:y=(-4+p)x+4 [1p]

Snijpunt S:

De x-codrdinaat van snijpunt S (van de lijnen ken /): px= (-4 + p)x+ 4 dus

0=-4x+4dus xg=1 [1p]
De x-codrdinaten van A en B zijn respectievelijk 2 en 0, dus (omdat xg = 1) geldt S'is

het midden van lijnstuk AB [1p]
Conclusie: het snijpunt S van de lijnen ken /is het midden M van lijnstuk AB.

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode, door gebruik te maken van k — fp: ¥
Analyse: oppervlakte, dus gebruik primitieve van k en fp.

Grenzen V bepalen: px=%x4—x3+px [1p] dus %x4—x3=0 i
dusx3(%x—1)=0dusx=00fx=4 [1p] /
Oppervlakte V berekenen: Yy
T(px— £.(x)) dx = :‘f(px— (1 =5 + px)) dx y
D4 1 ’ 1,5, 1,4]° o
=£(—Zx4+x°')dx [1p]=[—%x +Zx"]0 [1p] /

Conclusie: oppervlakte van Vis 12% [1p] F

Examen 2021-lI UITWERKINGEN
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tweede methode, door gebruik te maken van de opperviakte van een driehoek:
Analyse: oppervlakte, dus gebruik primitieve van fp.

Grenzen V bepalen: px = %x“— X%+ px [1p] dus %x“— x® =0 dus xs(%x

x=0of x=4 [1p]
Oppervlakte V berekenen:

—-1)=0dus

Oppervlakte onder de grafiek van f, is:

4
4
E[(f(x))dx (J;(1x“ X3+ px) dx = [E x° — 1x“+2px]0 [1p] ==12% +8p

Oppervlakte van de driehoek onder lijn y = px met basis van 4 en hoogte 4p is
1~ /- b=1-4-4p= 8p dus oppervlakte Vis 8p—( - 12%+8p) [1p]

Conclu3|e oppervlakte van Vis 12— [1p]

Bankenformules
Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode, start met groeifactor is 1 +W

Analyse: maak een formule voor het gespaarde bedrag B na tjaren

pis het jaarlijkse rentepercentage dus de groeifactor is 1 +W [1p]

B, is het beginbedrag, Bl(t) is het gespaarde bedrag na t jaar, dus B(t) = B,- (1 +——

;
Voor de verdubbelingstijd T (in jaren) moet gelden B, - <1 +W> =2-B,

T
dus (1 +m> =2 [1p]

.
Dusln<<1 +%) ) In(2) dus T- |n(1 +W)=In(2) [1p]

In(2)

Conclusie: T= [1p]

tweede methode, start met g" = 2:

Analyse: maak een formule voor het gespaarde bedrag B na t jaren.

B, is het beginbedrag, B(t) is het gespaarde bedrag na t jaar, g is de groeifactor dus
B(t) = B,- g"

Voor de verdubbelingstijd T (in jaren) moet gelden B,- g"=2- B, dus g" = 2 dus

T= 9og(2) [1p]

_log(2) _In(2) (1p]
loglg) ~ Inlg) ©
p is het rentepercentage, dus de groeifactor g is 1 +% [1p]
Conclusie: T—Lz)p [1p]
n(1+65)
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Bewijs met behulp van differentiéren, dus gebruik de afgeleide. Gebruik grafische
rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode, met behulp van de afgeleide van de verticale afstand:
Analyse: de verticale afstand k(x) — N(x) wordt steeds groter, dus de afgeleide (k(x) — N(x))'
is positief.

Gegeven is k(x) = W x dus k'(x) = 180

N(x) = (1 +1—> dus N'(x) = 41 +% ~1(1)—0= 1001+x

Dus (kix) = Mx))' = === == — [2p]

1(1)—0 > 10()1+Xwantx>0, dus (k(x) - N(x))' = 100 1001+x > 0 [1p]

(k(x) = N(x))" > 0 dus de verticale afstand k(x) — N(x) wordt steeds groter [1p]
Opmerking: gebruik maken van differentiéren is verplicht.

tweede methode, met behulp van de tweede afgeleide:
Analyse: de verticale afstand k(x) — N(x) wordt steeds groter, dus de tweede afgeleide
(k(x) = N(x)) " is positief

. g1
Gegeven is k(x) = 100 - x dus k'(x) = 100
U B B
Nx) = (1+100)dUSN(X)‘1+L 100 ~ 100+ x
100
1 __ 1 1
Dus (kix) - Nix))" = 100 100+ x 2P =7qgg ~(100+x)"

1
(100 + x)?

Omdat (100 + x)2 > 0 geldt (k(x) — N(x))"" > 0 [1p]

Dus (k(x) = N(x))" =0+ (100 +x)2- 1 =

Dus de verticale afstand k{x) — N(x) wordt steeds groter. [1p]
Opmerking: gebruik maken van differentiéren is verplicht.

Bereken in één decimaal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.

Analyse: een betere benadering door T, wil zeggen dat het verschil tussenT, en de exacte
waarde vanT kleiner is dan het verschil tussenT, en de exacte waarde vanT, dus

|T-T,| <|T=T| (of |T,-T| <|T,=T|).

In(2) _ 70

Het verschil tussen T, en de exacte waarde van Tis |T—-T,| = 5 [1p]
n <1 " 100)
. . _ In(2) 72
Het verschil tussen T, en de exacte waarde van Tis |T- T,| = |—————— - "= [1p]
n (1 " 1go>

Deze twee verschillen zijn gelijk als |T- T;| = |T- T,| dus als

Examen 2021-lI UITWERKINGEN

| In(2) 70| _ | In(2) 72
P\ p| Py e ™
In(1+—) |n<1+—>
100 100 HORHAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN HF n
[CALC INTERSECT
| (2) | (2) Y2=abs((CTn2)/IN{1+.01X)-72/H)0)
Oplossen met y, = “7)(_& eny,= n 72
In(1+—) X In(1+—) X
100 100
intersect levert x=4,9... [1p]
L:nhrm:tion
H=Y4.9017697 Y¥=0.2040071
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(Bij p=4.,9... geven de formules voor T, en T, een even goede benadering.) Asymptoten en raaklijnen

Conclusie: vanaf p =5,0 [1p] geeft de formule voor T, een betere benadering van de

exacte verdubbelingstijd. 3p 13 Met behulp van een exacte berekening, dus gebruik grafische rekenmachine is niet
Opmerking: let op het aantal decimalen. toegestaan.

Opmerking: in plaatst van intersect kunnen ook tabellen worden gebruikt.
eerste methode, bepaal eerst de inverse van f(x) en dan de gevraagde asymptoten:
Analyse: door de tekening vermoed je bij de grafiek van f de asymptoten x=0eny =1
Twee wortelgrafieken (gebruik hiervoor eventueel de grafische rekenmachine). Bepaal eerst de inverse van f(x)
en daarmee de asymptoten van de /nverse

6p 11 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Inverse van f(x) = e * bepalen met x = e y dus In(x) = 1 dus inverse is v = — 1 [1p]
Analyse: bepaal de vergelijking van de lijn door O en F daarmee het punt Q en daarmee B P Ty y= In(x) P
de helling van de grafiek van g in punt Q. Asymptoten van de inverse bepalen met:
0(0, 0) en P(p, 2\/5) dus 4 o IX—>°G(| ( ) ) = -0 dus horizontale asymptoot y =0 [1p]
2 7

r.C.op= Ay _ \/E =2 dus vergelijking lijn s el y = ——— heeft als domein x>0 en x= 1 (want In(x) = 0)

AX  p \/E e ( X)

P g
door Oen P. y= 2 x [1p] —=0 Iim( =1 ) =« dus verticale asymptoot x = 1 (of I|m< ) = —oo dus verticale
\fﬁ = In(x) x11 \ In(x)
Qs het snijpunt van OPen g, dus 2 x- V2x [1p] e asymptoot x=1) [Tp]
\p ~“lo x (Iirg( I _(1 )) =0, dus (0, 0) is een perforatie)
x-codrdinaat van punt Q uitdrukken in p : a0 A Inixi
2 V2 -Vx dus L=£\/_ (1] dus Vx = E Conclusie: de gevraagde asymptoten zijn y=0en x= 1.
Vo 2
dus x. = Pp_1 (1p] tweede methode, bepaal eerst de asymptoten van f(x) en dan de gevraagde asymptoten:
a=3 =P e Analyse: door de tekening vermoed je bij de grafiek van f de asymptoten x=0eny = 1
. = 2x 2 2 1 (gebruik eventueel de grafische rekenmachine). Bepaal eerst de asymptoten van f(x) en
Afgeleide van g(x) = =(2x)*is g'(x) = 7720 \/ﬂ el daarmee de asymptoten van de inverse.
_1
f(x) = 2+x dus f'(x) = —, dus helling van de grafiek van fin Pis f'(p) = L y=e x heeft als domein x# 0
Vx ; 1 \p Asymptoten van f(x) bepalen met:

. . . _ 1, (1 - — 1 (= f _1

Conclusie: helling in punt @met Xq =5 pis g (2p) 1 \p (= #lp) 11p] lim (e x) =<0 dus verticale asymptoot van f(x) is x=0 [1p]
2. 7P x10
_1
6p 12 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. (Ii%l (e x) =0, dus (0, 0) is een perforatie)
X,

1 A 1
Analyse: bereken oppervlakte driehoek PRS met - |- b en bereken oppervlakte grijze y= lxim(e x) = 1 dus horizontale asymptoot van f(x) is y = 1 (of y = )I(i_,rll(e ) =1

viakdeel met j(f{x) glx)) dx ! T I dus horizontale asymptoot van f(x) is y=1) [1p]

Cobrdinaten P4, 24 ) = P4, 4) en £ === De inver.se van x=0isy=0en deinve?rse vany=1is x=1.
R(4,8) = R(4, 22) [1p] e Conclusie: de gevraagde asymptoten zijn y=0en x=1. [1p]

en gegeven is (-4, 0) /;f:’ N 7p 14 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Oppervlakte driehoek PRS = ,;},S/” 5 . ) ' .

1 /. p= % 8-(4-242)=8(2-+2) [1p] B eerste methode, met behulp van de raaklijn aan de grafiek van f in P:

Analyse: maak een schets. Ga na: als punt P van links naar rechts de grafiek van f
doorloopt, doorloopt punt S de x-as eerst naar rechts tot een maximale waarde, en daarna

4 4
Oppervlakte grijze vlakdeel is i(ﬂx) 9(x)) dx = j (2+x -\2x) dx 11p] weer naar links. Voor punt P geldt P(p, f(p)). Druk de vergelijking van de raaklijn in P uit

0

4 1 1 4 1 1 3 374 in p. Druk de x-coérdinaat van punt S uit in p. Bepaal de maximale waarde van x.
j(2x2—(2x)2)dx=I(2~x2—\/§-x2)dx=[2-%x2—\/5%x2] [1p] 1
0 0 flx) =e ~en Fix) =~ . e x dus F(p) =& 7 y‘ »

x2 p? L=

.. . . - 16 _ 1 S o = bi
Oppervlakte grijze vlakdeel is 2 - % -8 - ( 3 (2-+2) 11p] De raaklijn gaat door punt P(p, p) S L O-F/ x
De gevraagde verhouding is dus 18 (2 \/—) 8(2-v2)= ?6 8 oftewel % 1. dus cjiver?elulng van de raaklijn is
y-e P=—-e? - (x-p) [2p]

Conclusie: de gevraagde verhoudlng is2:3. [1p]
-1 a1
Voor punt Sgeldt y=0dus0-¢e ? =#-e P (x-p) [1p]
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1
rs
De waarde van xg = —p? + p is maximaal als afgeleide van xgis —2p+1 =0 [1p] dus

als p:% [1p]

1 1
dus -e P = e "~(x—p)dus—1=i2~(x—p)dus—p2=x—pdusx5=—p2+p [1p]
p

2
Voor de x-coérdinaat van S geldt xg = —p®+ p dus xg=-p?+ p = —(—) +%

Conclusie: de maximale waarde van de x-codrdinaat van S is% [1p]

Opmerking: de gebruikte methode y — b = r(x — a) voor het opstellen van de raaklijn is
eenvoudiger dan de methode waarbij de waarde van b bepaald wordt door het invullen
van de x- en y-codrdinaat van punt P iny = ax + b.

tweede methode, met behulp van de tweede afgeleide van f:

Analyse: maak een schets. Ga na: als punt P van links naar rechts de grafiek van f
doorloopt, doorloopt punt S de x-as eerst naar rechts tot een maximale waarde, en daarna
weer naar links. Bij de meest rechtse positie van S hoort de raaklijn met de grootste
helling aan de grafiek van f, dus de grootste waarde van f'(x). Bepaal deze grootste waarde
van f'(x), oftewel het buigpunt van de grafiek van f. In de schermafbeelding is het stuk van
x = 0 tot x = 2 weergegeven. Hier zie je dat de grafiek van hol naar bol gaat.

1

-1 -1 -1 =
fix) =€~ en flx)=—7 e =x? e~ dus

X

_1 1 _1 1
f'ix)=-2x2%- e x+x?2.x2.e x=-2x%.e x+x* e x
(gebruik de productregel om f" te berekenen) [1p]

Maximale waarde van de x-codrdinaat van S wordt bereikt bij
de raaklijn met de grootste helling aan de grafiek van f [1p] dus
als f'(x) is maximaal, dus als f"(x) =0 [1p]

1

x|=

Dus f'(x)=-2x2-e¢ x+x*. e x=0
1
dusx®.-e x-(-2+x")=0dus -2 +lx = 0 dus voor de raaklijn met de grootste
i -1
helling geldt x = 7 [1p] ,
_1 1 _1 P A
f(x)=e xen f'(x) = 2 e x, dus geldt ook 5p
fix)
F(x) = f(x)
X o S 0,25 X
voor de bijbehorende helling in x = % geldt
1 4fix)

(1) = fx)=4-f(x) 1
(3) oy (x) =4 f(x) [1p]
2
Dus bij één naar links (van x = % naar x = —%)

daalt de raaklijn 4 - f(x), en bij een kwart stap naar 1

links (van x = % naar x = %) daalt de raaklijn (precies) f(x), dus tot de x-as, dus in

punt S. [1p]

Conclusie: de maximale waarde van de x-coordinaat van S is % - % = % [1p]
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derde methode met behulp van het buigpunt van de grafiek van f:

Analyse: maak een schets. Ga na: als punt P van links naar rechts de grafiek van f
doorloopt, doorloopt punt S de x-as eerst naar rechts tot een maximale waarde, en daarna
weer naar links. Voor punt P geldt P(p, f(p)). De maximale waarde van xs wordt bepaald
door de raaklijn aan de grafiek van f in het buigpunt van f. Bepaal de vergelijking van die
raaklijn en daarmee de maximale waarde van x.

De raaklijn in het buigpunt van de grafiek van f snijdt de x-as in het gevraagde

punt S. [1p]
1 1

1 1
T e x=x?2.¢ xdus

fix)=e xen f(x)=—-
X
1

_1 1 _1 _1
f'ix)=-2x2%-e x+x2.x2.e x=-2x%-e x+x*- e x [1p]
_1
Buigpunt van de grafiek van f: f'(x) =0 dus x2-e x- (-2 +x7") =0 dus als -2 +1X =0
dus als x=% [1p]
Vergelijking (buig)raaklijn opstellen:
1
1
f(%) =e (z) =e~2 dus buigpunt is P(%, e2) [1p]

1

1

f(%) = (11)2 e (z) =4-e72 [1p] dus vergelijking buigraaklijn is
2

y—e‘2=4-e‘2-(x—%) [1p]

Voor punt Sgeldt y=0dus0-e?=4-¢72. (x—%) dus -e? = 4-e’2‘(x—%)
1

-4 (x-1 S O |
dus -1=4-(x 2)dus 7=X"3

Conclusie: de maximale waarde van de x-codrdinaat van S is —% + % = %

Opmerking: de gebruikte methode voor het opstellen van de buigraaklijn y — b = r(x — a)
is eenvoudiger dan de methode waarbij de waarde van b bepaald wordt door het invullen
van de x- en y-codrdinaat van punt P iny = ax + b.

[1p]

Driehoek in cirkel

Bereken in één decimaal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan. Opmerking:
grafische rekenmachine op graden.

eerste methode, met behulp van gelijkvormige driehoeken: y
Analyse: A" is de loodrechte projectie van A op de x-as.

Gebruik de gelijkvormige driehoeken OAA en AA'M.

ZA'OA = o dus ook ZA'AM = . 4

In driehoek AA’M geldt cos(o.) = =— = AA' =y, [1p]
De driehoeken OA'A en AA'M zijn gelijkvormig, dus geldt A'M:AA' = A'A:OA'

1
In driehoek AA’M geldt sin(a) = A'1—’V’ =AM [1p]

AM _ AA sin(a) _ cos(a)

oftewel 24 =04 %S Cos(a) ~ 0A

2
Dus x, = OA' = M [1p]

sin(o)
2
1 cos“(a) 1
== ldt ————=+ 1

Omdat x, 2 geld sinle) 2 [1p]

) . cos?(o) 1
Oplossen met grafische rekenmachine: y, = “sinlo) en y, = 5 en intersect levert

a=>51,3..°
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Conclusie: o =51° [1p] Loodrecht op / staat lijn k met r.c. = —13 door het punt A met
-1 -1 syl 11
tweede methode, met gelijkvormige driehoeken en de tangens: X=zenhy=34 dus k:y 29 alx 2)
Analyse: A" is de loodrechte projectie van A op de x-as. Gebruik de tangens in de Dus k:ve-tx+lila (0]
(gelijkvormige) driehoeken OMA en OAA’ "Y="3 2a ' 2 p
In driehoek OMA geldt tan(o.) = & en ook geldt y Voor (snijpunt met de x-as) M geldt dan —1ax+ 21_a + %a =0
- . , _ sin(o) 1 _ sin(a) 2 1,_1,1 _1,1.2 -
(in driehoek AA’M) tan(a) = cos(o) dus 04 = coslo) [2p] . dus aX=5;+74 dus Xu=5+5d (en y=0) [1p]
. , OA' cos(a) 1 = ; . . , , ,

In driehoek OAA" geldt cos(a) = -77-dus === 5+ o| A M X Omdat XA=%en x,|,,=%+%a2 geldt in driehoek AAMdatAM:%a2 en AA= yA=%a
dus cos((‘x) _ sin(a) dus x, = OA' = cos(a) - C(_)s(a) (1p] (zie eerder) [1p]

OA cos(a) sin(o) 1 22 1.2

— 2 — —
Omdat x,, = % geldt cos(a) - %((aa)) = % [1p] Dus (met Pythagoras) geldt (3a°) +(5a) =1 [1p]
) 1202 (12 _ .

Oplossen met grafische rekenmachine: y, = cos(a) - Zci):((g)) en y, = % en intersect Oplossen met grafische rekenmachine: y, = (2a ) +(2a) en y, =1 en intersect levert

a=1,24.... =tan(a)

levert oo = 51,3.... Conclusie: oo =51° [1p]

Conclusie: oo =51° [1p]

zesde methode met driehoek AA'M:

derde methode met gelijkvormige driehoeken: Analyse: A" is de loodrechte projectie van A op de x-as. Gebruik de driehoek AA'M.

Analyse: A’ is de loodrechte projectie van A op de x-as. Gebruik de tangens in de

(gelijkvormige) driehoeken OMA en AMA'. In driehoek OA’'A geldt:tan(a) = Ya_ ):A =2-y, l1p]
ZA'OA = a dus ook ZA'AM = o X (3) y
In driehoek OMA geldt sin(o) = ﬁ dus OM = ﬁm) [1p] sin(ZAMO) = sin(ZAMA') = sin(90°~0.) = % =y, [2p] A
1
] . ) CAM tan(a) =2 -y, =2-sin(90°-a) [1p] @l
In driehoek AMA" geldt sin(o.) === = AW [1p] Oplossen met grafische rekenmachine: y, = tan(o) en of \ A M X
o Y I Y, =2-sin(90°-a) en intersect levert o. = 51,3....°
dus ook geldt x, = OA'= OM - A'M = Sintal sin(a) [1p] Conclusie: o = 51° [1p]
=1 1 =1
Omdat x;, = 2 geldt sin(o) sinfo) 2 (el 5p 16 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
i inetv. = — 1 _gj Yeni
Oplossen met grafische rekenmachine: y, = sin(o) sino) en v, 2 en Intersect Analyse: bepaal ZBMC en daarmee de hoogte CC’ van driehoek MBC.

levert o =51,3....° In driechoek MBC is C’ de loodrechte projectie van C op de x-as.
Conclusie: o =51° [1p] Z0OMA = 90°-0 dus ZBMA = 180°—-(90°-a.) = y k
90°+a. [1p] A
vierde methode, met de tangens en gelijkvormige driehoeken: _1. Tl C
Analyse: A" is de loodrechte projectie van A op de x-as. Gebruik de tangens in de £BMC = 2 £BMA = 45 *2® 1p] 1
(gelijkvormige) driehoeken AOA” en MAA' Als o nadert tot 0, geldt ZBMC = 45° [1p] " /
ZA'OA = o dus ook ZA'AM = o " y Ergeldtsin(ABMC)=sin(45°)=C1—C=CC=%\/§ 0 M Bl x
In driehoek AOA" geldt tan(a) = 0A" [Tp] 4 (want sin(45°) = %\E) [1p]
J
en omdat OA' = x, = % geldt tan(o) - % =AA' [1p] | d Oppervlakte driehoek MBC is % b-h= % 1 %\/5
o A M X
) e i 1
In driehoek AMA’ geldt cos(cr) = Af\ —AA" [1p] U Conclusie: de oppervlakte van driehoek MBC neemt af tot 4\/5. [1p]

Dus moet gelden tan(o.) -%: cos(a) [1p]

Oplossen met grafische rekenmachine: y, = %tan(oz) en y, = cos(o) en intersect levert
a=>513..°
Conclusie: oo =51° [1p]

vijfde methode, met lijn OA is y = ax:

Analyse: gebruik de vergelijkingen van de lijn door O en A en de loodechte lijn door A en M.
Lijn door Oen Ais |:y=ax
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Onbekende zijde

Gegeven is driechoek ABC met AB =4 en BC = 12.
Punt M is het midden van lijnstuk BC. Verder geldt: AM = 5.
Bereken algebraisch de lengte van AC. Geef je eindantwoord in één decimaal.

Spookje

Op het domein [—%nﬂ%n] worden de functies f en g gegeven door:

f(x) = sin(x) cos(2x)
g(x) = 2 + sin(x)

Er geldt: f'(x) = 6cos®(x) — 5cos(x).
Bewijs dat inderdaad geldt: f'(x) = 6cos®(x) — 5cos(x).

In de figuur zijn de grafieken van f en g weergegeven. De verticale lijn met
vergelijking x = p snijdt de grafiek van f in het punt A en de grafiek van g in het

punt B. We bekijken de raaklijn aan de grafiek van f in A en de raaklijn aan de grafiek
van g in B.

figuur
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In de figuur is een waarde van p gekozen waarvoor de twee raaklijnen elkaar
loodrecht snijden. Er zijn meerdere waarden van p waarvoor dit het geval is.

Bereken exact het aantal waarden van p waarvoor de twee raaklijnen elkaar
loodrecht snijden.

Het functievoorschrift van f kan worden herleid tot:

f(x) = 5 (sin(3x) — sin(x))
Dit kan bijvoorbeeld worden bewezen door de vorm sin(t + u) — sin(t — u) voor een
geschikte keuze van t en u te herleiden.

Bewijs dat % (sin(3x) — sin(x)) = sin(x) cos(2x).

De grafieken van f en g hebben twee gemeenschappelijke punten, namelijk

(—37, 1) en (137, 1).

Vis het gebied dat wordt ingesloten door de grafieken van f en g.
Bereken exact de oppervlakte van V.

Hoogwater

De hoeveelheid water die door een rivier wordt afgevoerd, varieert van moment tot
moment. De hoeveelheid water die de rivier maximaal kan afvoeren, noemen we de
capaciteit van de rivier. Als de capaciteit te laag is, kan de rivier overstromen. Om te
kunnen inschatten hoe vaak een overstroming plaatsvindt, gebruiken we het volgende
model:

C=a—b-|n<|n< )) metT>1  (formule 1)

T
T
Hierin is C de capaciteit in m%s en T de zogeheten herhalingstijd.

De herhalingstijd is de periode in jaren waarin de waarde van C gemiddeld één keer
wordt overschreden. Als bijvoorbeeld T = 40, dan zal de rivier gemiddeld één keer in
de 40 jaar overstromen.

De waarden van a en b worden berekend met behulp van gegevens uit het verleden.
Er geldt altid: a>0en b>0.

Voor de Rijn geldt: a = 5734 en b = 1648. De capaciteit is 12000 m%/s.
Bereken algebraisch de herhalingstijd in jaren. Geef je eindantwoord als geheel getal.

Uit formule 1 is af te leiden dat voor de afgeleide van C geldt:

dc _ b

= met T> 1 (formule 2)
7
a7 (1=1)-In(%)

Bewijs dit.

Voor elke rivier geldt natuurlijk: hoe groter de herhalingstijd, des te groter is de
capaciteit. De grafiek van C zou dus voor elke waarde van aen b (meta>0en b > 0)
stijgend moeten zijn.

Bewijs met behulp van formule 2 dat de grafiek van C inderdaad stijgend is voor elke
waarde van aen b (meta >0 en b > 0).
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Voor de Maas geldt:
— Bij een capaciteit van 1700 m%s is de herhalingstijd gelijk aan 4 jaar.
— Bij een capaciteit van 2100 m%s is de herhalingstijd gelijk aan 10 jaar.

Voor toekomstig beleid wil het ministerie van Infrastructuur en Waterstaat voor de
Maas weten welke capaciteit hoort bij een herhalingstijd van 100 jaar.

Bereken deze waarde van C in m%s met behulp van formule 1. Geef je eindantwoord
als geheel getal.

Twee halve cirkels

Gegeven zijn de twee halve cirkels ¢, en c,.

Voor ¢, geldt: X2 + y? +12x = —32, het middelpunt is M, en y > 0.

Voor c, geldt: het middelpunt is M, (5, 0), de straal is 5 en y > 0.

Op de positieve y-as ligt een punt P. Zie de figuur.

figuur

&

€
M,

M, 0 5 0 X

P wordt zo op de y-as gekozen dat de afstand van P tot ¢, twee keer zo groot is als
de afstand van P tot c,.

Bereken de y-codrdinaat van P voor deze situatie. Geef je eindantwoord in twee
decimalen.
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Twee bewegende punten

Voor t > 0 beweegt het punt P, volgens de bewegingsvergelijkingen:

x(f)=t2+2t
y(t) = 4t
Tegelijkertijd beweegt het punt P, volgens de bewegingsvergelijkingen:

x(t) = 4t
y(t) = 2t2
In figuur 1 zijn beide banen getekend met daarop de punten P, en P, op een tijdstip t.

figuur 1

y

(0] x
Voor de snelheid v, van P, geldt: v, () = 4\t?+1.

Er is één tijdstip t waarop de punten P, en P, gelijke snelheid hebben.
11 Bereken exact dit tijdstip.
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In figuur 2 zijn nogmaals beide banen getekend.

Op twee tijdstippen, namelijk t = 0 en t = 2, vallen P, en P, samen. Op alle andere
tijdstippen kun je de lijn / door P, en P, tekenen. In figuur 2 is dit voor twee tijdstippen
gedaan.

figuur 2

Y

Py
(0] P;\ \\ x

De richtingscoéfficiént van / is gelijk aan —2 voor elke waarde van t (met t # 0 en t # 2).
12 Bewijs dit.
Voor elke waarde van t (met t # 0 en t = 2) is P; het snijpunt van | met de x-as. Zie

figuur 2, waarin P; is aangegeven voor twee verschillende tijdstippen.
13 Bereken exact op welk tijdstip de x-codrdinaat van P, gelijk is aan 3.
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Een derdegraadsfunctie

De functie f wordt gegeven door f(x) = x° + 6x% +12x + 9.
Deze functie heeft een inverse functie f™. Er geldt: f™(x) = -2 +3x—1.

Bewijs dat inderdaad geldt: £™(x) = -2 +\x—1.

Vis het vlakdeel dat wordt ingesloten door de grafiek van f, de x-as en de y-as.
Zie de figuur. Deze figuur is niet op schaal.

figuur

/ ’ x

Vlakdeel V wordt gewenteld om de y-as. Zo ontstaat een omwentelingslichaam.
Bereken de inhoud van dit omwentelingslichaam. Geef je eindantwoord in één
decimaal.

Op de grafiek van f ligt een punt P waarin de raaklijn aan de grafiek van f horizontaal
is.

Op de grafiek van f™ ligt een punt Q waarin de raaklijn aan de grafiek van f™"
verticaal is.

De lijn door P en Q snijdt de y-as in punt S.

Bereken exact de y-codrdinaat van S.
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Hints bij examen 2021-lll

Maak een tekening. Denk aan gebruik van de cosinusregel of Pythagoras.
Maak gebruik van gonioformules (zie formuleblad) en/of product- en kettingregel.

Loodrecht, dus r.c.f - r.c.g = —1. Gebruik dus f'(x) (zie vorige opgave) en g'(x).

Ga uit van f(x) = %( sin(3x) — sin(x)) en werk om tot f(x) = sin(x) - cos(2x). Gebruik de
hint en schrijf sin(3x) en sin(x) in de vorm sin(t+ u) en sin(t— u) met t=2xen u= x.
Gebruik bij primitiveren f(x) = sin(x) - cos(2x) = %(sin(Sx) —sin(x)) (zie vorige opgave).

Vul de gegeven waarden a =5734 en b=1648 en C= 12 000 in de gegeven formule in.

Bijvoorbeeld, bepaal eerst i( T ) daarna i(In( T )) en vervolgens

dT\T7-1 d7\"\T-1
d T
dT('"('"( T-1 )))

dc

Ga voor elk onderdeel van Fid na of het positief of negatief is voor T > 1.

Gebruik |n< TT1 ) of In(T) = In(T=1).
Vul de gegeven waarden (1700 m?%s en 4 jaar en 2100 m%/s en 10 jaar) in in de
formule in, bereken daarmee de waarden van a en b en bereken daarna de waarde
van C.

Bepaal de middelpunten en de stralen van de twee cirkels. Druk de twee afstanden
uit in dezelfde variabele (de y-codrdinaat van P of a = d(c,, P). Maak een tekening.

Bepaal de snelheden van P, en P, en stel deze aan elkaar gelijk. Snelheid, dus denk

aan v(t) = \(x'(1)%+ (y'(1)2.
Gevraagd wordt de richtingscoéfficiént, dus denk aan % Maak een tekening.

Stel de vergelijking op van lijn / en vul x(t) en y(t) van P, in. Maak een tekening.

Bijvoorbeeld: y = -2 +3x—1, verwissel x en yen herleid op y = ....
9
Gebruik & - sz dy en het resultaat van de vorige opgave en de grafische
0
rekenmachine om het antwoord te berekenen (bereken, dus primitiveren is hier
niet nodig).

Bepaal de punten P en Q, de vergelijking van de lijn door P en Q en het
snijpunt S van deze lijn met de y-as. Maak een schets. Bedenk dat P en Q elkaars
spiegelbeeld zijn t.o.v. de lijn y = x.
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Onbekende zijde

Bereken algebraisch, dus gebruik grafische deel van rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: maak een tekening. Denk aan het gebruik van de cosinusregel.

eerste methode, met behulp van ZAMB en de cosinusregel in driechoek ABM en ACM:
Bereken ZAMB in driehoek ABM dus AB? = AM? + BM? -2 - AM - BM - cos(ZAMB)
42=5%24+6%-2.5-.6-cos(£ZAMB) [1p] dus cos(LAMB) = :;;g =0,75 [1p]

ZAMB = 41,40....° dus ZAMC = 180°-41,40....° =138,69....° .

Bereken lengte AC in driehoek ACM :

AC? = AM? + CM? -2 - AM - CM - cos(£ZAMC)
AC?=524+62-2-5-6-c0s(138,59....°) [1p] dus AC? = 106

Conclusie: de lengte van AC is 10,3. [1p] 6

Opmerking: let op het aantal decimalen.

tweede methode, met behulp van ZABM en de cosinusregel M
in driehoek ABM en ABC:
Bereken ZABM in driehoek ABM dus

AM? = AB? + BM? -2 - AB- BM - cos(£ABM) 6
52=424+62-2-4-6-cos(ZABM) [1p]
=27 _9 .
dus cos(£ZABM) = —48 - 16 (=0,5625) [1p]
Bereken lengte AC in driehoek ABC: A 4

AC?= AB? + BC?-2- AB- BC- cos(£ABC) 3

ZABC = ZABM dus cos(£ZABM) = cos(£ABC) = 6

dus AC? = 4 +127-2.4- 12— [1p] dus AC’ = 106

Conclusie: de lengte van ACis 10,3. [1p]
Opmerking: het berekenen van de grootte van ZABM (= ZABC) is niet nodig.
Opmerking: let op het aantal decimalen.

derde methode, met behulp van Pythagoras in de driehoeken AM’M, BM’M en AC’C met
M’ de loodrechte projectie van M op AB en C’ de loodrechte projectie van C op AB:
BM'=uen M'M=adus BC'=2uen C'C=2a c

In driehoek AM’'M geldt: (4 - u)? + a*> = 5% = 25 [1p]
dus 16 -8u+ u?>+a?>=25

In driechoek BM’'M geldt: u? + a®> = 62 = 36 [1p]
u?+a*=36en 16 — 8u + u? + a? = 25 geeft

16 —8u + 36 = 25 dus u = 3,375 en omdat u? + a°> = 36
is a =36 -3,3752 = 4,96... [1p]

In driehoek AC’C geldt: (4 - 2u)? + (2a)? = AC?

dus (- 2,75)?+9,92...2 = AC? dus AC? = 106
Conclusie: de lengte van AC is 10,3. [1p]

Opmerking: let op het aantal decimalen.
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vierde methode, met behulp van Pythagoras in de driehoeken APB, APM en APC en P de 6p 3 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

loodrechte projectie van A op BM: Analyse: loodrecht dus r.c.;- r.c., = —1. Gebruik dus f'(x) (zie vorige opgave) en g’(x).
PA = aen PB = bdus in driehoek APB geldt: f'(x) = 6cos®(x) — 5 cos(x) (zie vorige opgave) en g'(x) = cos(x) en er moet gelden
a’+ b%>=4%=16 [1p] r.c.;-r.c.,=-1[1p] dus

In driechoek APM geldt: a* + (6 — b)? = 5% = 25 [1p] r.c.;-r.c.,=(6cos’(x) - 5 cos(x)) - cos(x) = 6¢cos*(x) - 5cos’(x) = -1 [1p]

dus a2+ 36 - 12b+ b?> = 25 dus a® + b*> - 12b = -11

a?+b2=16en a’+ b?—12b = -1 geeft 16 — 12b = -1 5£V5°-4-6-1 _5x1
dus b= 2,25 en omdat 12 12
a’+b?>=161is a=116-2,25% = 3,30... [1p]
In driehoek APC geldt: a*+ (12 — b)? = AC?
dus 3,30...2 + 9,752 = AC? dus AC? = 106
Conclusie: de lengte van ACis 10,3. [1p]
Opmerking: let op het aantal decimalen.

[

Noem cos?(x) = a, dan 6a*-5a+1=0 [1p] en dus a,, = [1p]

2(4) = 1 205 = 1 -1 =41 =41
Dus cos®(x) = 2 of cos*(x) 3 dus cos(x) \j;of cos(x) \j;of cos(x) 3

of cos(x) = —\g [1p]

cos(x) = \/g heeft op het domein

[—ln, 1%75] twee antwoorden (zie figuur),

Spookje 2
6p 2 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. hetzelfde geldt voor cos(x) = _\j;'
Analyse: maak gebruik van gonioformules en/of product- en kettingregel. cos(x) = \/g en cos(x) = — %

eerste methode, met gonioformule cos(2x) = 1 - 2sin?(x) (zie formuleblad):

f(x) = sin(x) - cos(2x) = sin(x) - (1 = 2sin?(x)) (want cos(2x) = 1 — 2sin?(x)) [1p]

f(x) = sin(x) = 2( sin(x))® [1p]

f'(x) = cos(x) — 6sin?(x) - cos(x) (kettingregel) [1p]

Omdat sin?(x) + cos?(x) = 1 en dus sin?(x) = 1 — cos?(x) geldt f'(x) = cos(x) - 6
sin?(x) - cos(x) = cos(x) — 6 - (1 — cos?(x)) - cos(x) [1p] = cos(x) — 6 cos(x) + 6cos®(x) [1p]
Conclusie: f'(x) = 6cos®(x) — 5 cos(x) [1p]

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.

Conclusie: het gevraagde aantal voor x = p is 8. [1p]

3p 4 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: ga uit van f(x) =—;(sin(3x) —sin(x)) en werk om tot f(x) = sin(x) - cos(2x). Schrijf
sin(3x) en sin(x) in de vorm sin(t + u) en sin(t—u) mett=2xen u = x.

eerste methode, door gebruik te maken van sin(t + u) — sin(t — u) (zie formuleblad):
Omdat sin(t+ u) = sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u) en

sin(t— u) = sin(t) - cos(u) — cos(t) - sin(u) (zie formuleblad) geldt

sin(t+ u) —sin(t— u) = sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u) — ( sin(t) - cos(u) — cos(t) - sin(u)) =
2 - cos(t) - sin(u) [1p]

tweede methode, met product- en kettingregel:
f(x) = sin(x) - cos(2x)

icos(2x) = —sin(2x) - 2 (kettingregel) [1p] Neem t=2xen u= x. [1p]

dx Dan geldt: sin(3x) — sin(x) = sin(2x + x) — sin(2x - x) = 2 - cos(2x) - sin(x)

dus f'(x) = cos(x) - cos(2x) + sin(x) - —=sin(2x) - 2 = cos(x) - cos(2x) — 2 sin(x) - sin(2x) ’

(productregel) [1p] Conclusie: fix) = sin(x) - cos(2x) = %( sin(3x) — sin(x)) [1p]

Herschrijven van cos(x) - cos(2x): Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.
cos(2x) = 2cos?(x) — 1 (zie formuleblad)

dus cos(x) - cos(2x) = cos(x) - (2cos?(x) — 1) = 2cos®(x) — cos(x) [1p] tweede methode, door gebruik te maken van sin(t + u) = sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u)

(zie formuleblad):
sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) - cos(x) + cos(2x) - sin(x)

(want sin(t+ u) = sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u), zie formuleblad)
dus sin(3x) - sin(x) = sin(2x) - cos(x) + cos(2x) - sin(x) — sin(x) = [1p]
2 - sin(x) - cos(x) - cos(x) + cos(2x) - sin(x) —sin(x) =

(want sin(2x) = 2 - sin(x) - cos(x), zie formuleblad)

Herschrijven van 2 sin(x) - sin(2x):

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) (zie formuleblad)

dus 2 sin(x) - sin(2x) = 2 sin(x) - 2 sin(x) - cos(x) = 4sin?(x) - cos(x) [1p]
Omdat sin?(x) + cos?(x) = 1 en dus sin?(x) = 1 — cos?(x) geldt
4sin?(x) - cos(x) = 4(1 - cos?(x)) - cos(x) = 4 cos(x) — 4cos®(x) [1p]

Dus f'(x) = cos(x) - cos(2x) — 2 sin(x) - sin(2x) = 2 - sin(x) - cos?(x) + cos(2x) - sin(x) — sin(x) =

2cos®(x) — cos(x) — (4 cos(x) — 4cos®(x)) = 2cos®(x) — cos(x) — 4 cos(x) + 4cos®(x) sin(x) - (2 - cos?(x) + cos(2x) — 1) = sin(x) - (2 - cos?(x) — 1 + cos(2x)) =
Conclusie: f'(x) = 6cos®(x) — 5 cos(x) [1p] sin(x) - ( cos(2x) + cos(2x)) = [1p]

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden. (want 2 - cos?(x) - 1 = cos(2x), zie formuleblad)

sin(x) - 2 - cos(2x) = 2 - sin(x) - cos(2x)
Dus sin(3x) — sin(x) = 2 - sin(x) - cos(2x)

Conclusie: fix) = sin(x) - cos(2x) = %( sin(3x) — sin(x)) [1p]

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.
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4p 5 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan. Er geldt =b_ I _(b) = _t_;_ en . ;_ [1p]
Analyse: gebruik bij primitiveren f(x) = sin(x) - cos(2x) =%(sin(3x) —sin(x)) (zie vorige p niq In(ﬁ) a (ﬁ)
opgave).
% 1%1[ dus£=__b.l. -1 5= -b . 1 . -1 5= b [1p]
Oppervlakte V: [ (g(x) - f(x)) dx = [ (2+sin(x) - sin(x) cos(2x)) dx = ar P g (T-1) '“(%) (TTJ (T=1" 111 In( TL )
‘l 1
In
1n 1n Conclusie: gf_ b T
[ (2+5in(x) - (1(sin(3x) = sin(x))) dx= (1p] [ (2+11sin(x) - 1sin(3x) dx T-(T=1)-In(1-)
1 1
" " Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.
1
- 11 B 2 _ — 1.0 (-m- 1.0 =
= [2X 1 2cos(x) 3 3cos(3x)] L= [2p] (3 -0+ 5 0)-(-m-0+ 5 0) = 4m [1p] J T d - - '
2 tweede methode, met —— oT 7 ) 4t In +—7)) 7 dT In{ In T3 :
Conclusie: oppervlakte V is 4. Analyse: gebruik de kettlngregel en de productregel of de quotiéntregel en bepaal
d T T T
ar(57) en vervotgens - (in(L5) ) en-Zo(in(in(15) ) )
Hoogwater
i( T >=(T—1)-1—T-1 S B
5p 6 Bereken algebraisch, dus gebruik grafische deel van rekenmachine is niet toegestaan. dT\ T-1 (T-1)? (T-1)? P
Analyse: vul de gegeven waarden a = 5734 en b =1648 en C = 12 000 in de gegeven
formule in. dus i(In( T )) = 1 i( T >= 1 o= _T=1 =1
aTAT=1)) T Ty AT T () T T T T
C=a-b.|n(|n( T )) o ~
T-1 1
Invullen van C = 12 000, a = 5734 en b = 1648 geeft T(T=1) P
_ _ ) T d T _ 1 d T -
12000 = 5734 - 1648 - In(In(—L-} ) 110 dus dT(In(In( L ))) o] 4 (in(+5; ))
T-1
dus In(In(—1) ) = 122295734 _ _3,802... (191 dus S R -1 0]
T T In(—T ) TAT=1 rr-1)m( L ) ’
|n< - ) = 782 = 0,022... [1p] en —T - = e = 1,022... [1p] T-1 T-1
dcC _ d T _ b
T=1,022.. (T=1) = 1,022.... - T=1,022... dus T=1,022.... - T= ~1,022... Conclusie: -y = =b- dT('"('"( T-1 ))) AT n(-1;) [l
dus T(1-1,022....) = -1,022... T-1
~1022 Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.
Conclusie: T = W = 45,3... dus 45 (of 46) jaar [1p] Opmerking: gebruik maken van de productregel levert
A TN d T (T ) =1 (T=1)"+T--1-(T=1)2=
Opmerking: werk door met niet-afgeronde getallen en geef het antwoord in hele jaren. dT(T— 1) - dT(T (T=1)7) = 1T 17 +T- =1 (T- 1) =
Opmerking: bereken algebraisch, dus oplossen mety, = ... en y, = 12 000 intersect is hier 1 . -T _ T-1 . -T (1p]
niet toegestaan. T—1  (T—12 " (T=12" (T-17_ (T 7)2 P
5p 7 Bewijs, gebruik differentiéren. derde methode, gebruik In< TI 7 ) =In(T)=In(T-1):
eerste methode, werk van binnen naar buiten, noteer C als kettingfunctie: Analyse: herschrijf ln(_,_—_T1> tot In(T) - In(T - 1)en bepaal afgeleide van In(T) - In(T - 1).
Analyse: gebruik de kettingregel en de quotiéntregel, werk van binnen naar buiten. T
C=a—blln<ln( )) Noom C= a—b- Inp) metp=|n(q)enq=T_r1_ C=a—b-|n<|n(7__1))=a—b-(|n(ln(T)—In(T—1))) [1p]
dC d 1 d
dCc _dc dp dq _ . C —==-b- (In((ln(T) In(T-1)))) =-b- —=——=—+ - —=(In(N) = In(T-1)) =
dT = dp dq ar =P UIntp))-(In(q))"-q dT , In(M-In(T—1) dT
T dg _d/ T (T-1)-1-T-1 -1 —=b A (In(N) = In(T=1)) [1p]
=——dusq' = ( ) = = 1 T daT
St T dT dT\T- Tz e P in(+55)
=In(q) dus 490" In — I -
(a) dus p (intq)y = - 19 Omdat & (In(N - In(T- 1) = L L= o T 2=T oL gy el
-b
C=a-b-In dus =—b In == - - -
(p) dp (In(p))' > el dc _ b A (n(D-In(T=1)) = b 1
dc dc dp d b dT In( T ) daT In( T ) T-(T-1)
Dus 4€ _dC Ap 99 _-b 1 _ -1 T-1 T-1

dT " dp dq dT  p q (T-1)?
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Conclusie: g?_ b T [1p] 4p 9 Bereken, antwoord als geheel getal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
T(T-1)- In( > Analyse: vul de gegeven waarden (1700 m®/s en 4 jaar en 2100 m®/s en 10 jaar) in de

T-1
. . . formule in, bereken daarmee de waarden van a en b en bereken daarna de waarde van C.
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.

eerste methode, algebraisch:

5p 8 Bewijs met de formule, dus gebruik een redenatie vanuit de formule zonder Bij een capaciteit van 1700 m¥s is de herhalingstijd gelijk aan 4 jaar.

getallenvoorbeeld. Bij een capaciteit van 2100 m%s is de herhalingstijd gelijk aan 10 jaar.
eerste methode, met |n< Tz-1 ) 1700=a-b- In<|n<%)>
dc T dc Invullen geeft het stelsel vergelijkingen
Analyse: aT moet positief zijn, dus ga voorT, T- 1 en In( -1 ) van a7 na of ze positief of 2100 =a—b. In<|n( 10 ))
negatief zijn. . 1700 = a+ b-1,24... -
C moet stijgend zijn dus —= dc _ b moet positief zijn. [1p] 2100 =a+ b- 2,25... P
a7~ T-(T—1)-In< L )
a=1700-b-1,24...
(a heeft geen invloed op de waarde van %) {a 2100 - b- 2,25... dus 1700 - b-1,24.... = 2100 - b- 2,25...
T > 1 (is gegeven) dus T (tijd) is positief en T— 1 is ook positief. [1p] dus b-1,004.... =400 [1p] dus b =398,22... en a = 1203,85... [1p]
T
T>7%enT>T-1dus—75 > 1] Dus voor T = 100 geldt Cy,, = 1203,85.... - 398,22.... - |n<|n( 00 ))

T T
dus In( -1 ) > 0 [1p] want T

Dus T-(T—1)-In< TZ—1 ) > 0 en b>0 (gegeven) dusd—g_ > 0 [1p]

> 1 (envanaf x=1is In(x) > 0) Conclusie: gevraagde Cy,,, is ongeveer 3036 (of 3035) m%s. [1p]

Opmerking: let op de gevraagde afronding.

tweede methode, met grafische rekenmachine:
Bij een capaciteit van 1700 m%s is de herhalingstijd gelijk aan 4 jaar.
Bij een capaciteit van 2100 m%/s is de herhalingstijd gelijk aan 10 jaar.

Conclusie: de grafiek van Cis stijgend.

tweede methode, met In(T) - In(T - 1):

4
dc T dc 1700_a—b~ln<ln(—>>
Analyse: o7 moet positief zijn, dus ga voorT, T— 1 en In( -1 ) vanﬁ na of ze positief of Invullen geeft het stelsel vergelijkingen 3
negatief zijn. 2100=a-b- |n< ( 10 ))
dC b b o
€ moet stijgend zijn dus g7 = — (7= (L) ST T=1) (In(M=In(T=1)) a=17°°+b"”<'”<%>>
o T-1 dus [1p]
moet positief zijn [1p] a=2100+b- In(ln(%))
(a heeft geen invloed op de waarde van %)
T > 1 (is gegeven) dus T (tijd) is positief en T- 1 is ook positief. [1p] 1700 + x - In( i))
y = In(x) is stijgend dus (omdat T > T-1) geldt In(T) > In(T-1) Vi= 3
endusIn(T)=In(T-1) > 0 [2p] 10
Dus T-(T-1) (T~ In(T- 1)) > 0.en b>0 (gegeven dus %< > o (1 Y, = 2100 + x- |n< <?>) intersect levert x = 398,22... en y = 1203,85... [1p]
dus b =398,22.. =1203,85... [1p]

Conclusie: de grafiek van Cis stijgend.

Dus voor T = 100 geldt Cy,,, = 1203,85.... - 398,22.... - |n<|n( 100 ))

Conclusie: gevraagde Cy,,, is ongeveer 3036 (of 3035) m%s. [1p]
Opmerking: geef het antwoord in hele jaren.
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7p

10

Twee halve cirkels
Bereken in twee decimalen, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.

Analyse: bepaal de middelpunten en de stralen van de twee cirkels. Druk de twee
afstanden uit in dezelfde variabele. Maak een tekening.

y

2a

2

M, (-6, 0) o M,(5, 0) B

eerste methode, door beide afstanden uit te drukken in de y-coérdinaat van P:
;X +y?+12x =-32

Voor snijpunten x-as van ¢, geldt y = 0 dus x*> + 02 + 12x = =32 [1p]

dus (x+6)?2-36 =-32 dus (x+6)2=4 dus x= -4 of x=-8

Het middelpunt van ¢, ligt op de x-as, dus M,(-6, 0) en de straal is 2 [1p]
(en het middelpunt van c, is M,(5, 0) en de straal is 5).

Afstand M, P =62+ y,? dus afstand van P tot ¢, is 62+ y,? — 2 [1p]
Afstand M, P = 52+ y,? dus afstand van P tot ¢, is 52+ y,? = 5 [1p]

Omdat d(c;,P) =2 -d(c,P) geldt 6%+ y,2 =2 =2 (452 + y,? = 5) [1p]

Yy, =V62+x* —2eny,=2-(y52+x* - b5) intersect [1p] levert x = 7,017...
Conclusie: yp =702 [1p]
Opmerking: let op het gevraagde aantal decimalen.

tweede methode, door beide afstanden uit te drukken in a = d(c,, P):

c: X2+ y?+12x=-32 dus ¢;:(x+6)?-36 + y* = =32

dus ¢;:(x+6)2+ y* =4 [1p]

Dus het middelpunt van c, is M,(-6, 0) en de straal is 2 [1p]

(en het middelpunt van c, is M,(5, 0) en de straal is 5).

Noem d(c,, P) = aen dus d(c,, P)=2a

In drichoek OM,P geldt y,? + 5% = (a+5)? dus y,? = (a+5)? - 25 [1p]
In drichoek OM, P geldt y,? + 6% = (2a+ 2)? dus y,° = (2a+ 2)*> - 36 [1p]
Er moet dus gelden (a+5)2 - 25 = (2a + 2)2- 36 [1p]

y: = (x+5)2=25en y, = (2x+ 2)? - 36 intersect [1p] levert x = 3,616...
dus a =3,616...

yp> = (3,616.... + 5)% — 25 = 49,240...

Conclusie: yp =702 [1p]

Opmerking: let op het gevraagde aantal decimalen.
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Twee bewegende punten

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: bepaal de snelheden van P, en P, en stel deze aan elkaar gelijk.

Snelheid, dus denk aan v(t) =+/(x'(t))? + (y'(t))?.
eerste methode, met v(t) =+ (x'(t))? + (y'(t))?:

Bereken de snelheid van P;:
p _{x(t) =12 +2t dus {X(t) =2t+2

) = 4t yi=a 7

dus v, (t) =V(2t+2)2+42 [1p] =42 +8t+4+16 = V412 + 8t + 20

Gegeven is de snelheid van P,: v, (t) = 4V + 1
Dus 4V +1 = V4 +8t+20 dus 16 2 + 16 = 412 + 8t + 20 [1p]

dus 12£2-8t—4=0 [1p] dus 32— 1=0dust,,= 221 2=4371 “4'64'3"1

Conclusie: t=1 (t= —% vervalt) [1p]

UITWERKINGEN

Opmerking: de snelheid v, van P, is gegeven. Je kunt hem ook zelf afleiden met behulp

[ x(t) =4t x'(t)=4 _Is2 2_ —
van PZ'{y(t):th dus {y’(t)=4t2 dus v,(t) =\ 47 + (41 =\161 + 16 = 41" + 1.

tweede methode, met snelheid y’(t) van P, is gelijk aan snelheid x’(t) van P,:

Omdat de snelheid y’(t) = 4 van P, gelijk is aan snelheid x’(t) = 4 van P, en omdat

ook de totale snelheden van P, en P, gelijk aan elkaar moeten zijn, geldt dat
de snelheid x’(t) van P, en de snelheid y’(t) van P, aan elkaar gelijk zijn. [1p]
P, x(t) = 2 +2t dus P;:v, (1) = x'(t) = 2t + 2 [1p]

Pyoylty =28 dus P,:v,(t) = y'(t) = 4t [1p]

Dus 2t+ 2 =4t [1p]

Conclusie: t=1 [1p]

Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.

eerste methode, met richtingscoéfficiént:

Analyse: gevraagd wordt de richtingscoéfficiént, dus denk aan TZ Maak een tekening.

P_{x(t)=12+2t

1+

N 2:{x(t)=4t
y(t) = 4t y(t) = 2

dus Ax=4t- (2 +2t) =-t?+ 2ten Ay = 212 - 4t [1p]
Dus de richtingscoéfficiént van de lijn door P, en P,
i Ay _2f -4t _ 2t 42} _ 2

= [1 _—=—2
AX 242t [p] —t- =2y -1 N

Conclusie: de richtingscoéfficiént van /is gelijk aan -2
voor elke waarde van t. [1p]

Py

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien &
in de volgende opgave gebruikt worden.

©ThiemeMeulenhoff
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tweede methode, met richtingsvectoren: Een derdegraadsfunctie

Analyse: bewegingsvergelijkingen, dus denk ook aan (richtings-)vectoren P, P,.

, _{x(t) 242t , _{x(t) -4t 3p 14 Bewijs, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
vt) = vt =22 eerste methode, starten met f™ (x) = -2 +3Ix - 1:

Dus de richtingsvector van de lijn door P, en P, is <4t2 t(zt * 2t)> [1p] Analyse: f™ (x) =y = -2 +3x— 1, verwissel x en y en herleid op y = ... moet f opleveren.

-4t

2 4. _ _ __ o1 . - 3

=(5er%)- b - ( 1) [1p] dus de richtingscoéﬁiciéntlz -2 y ?+ x-1en xen yverwisselen geeft x = —-2+yy -1 [ip]

212 - 4t 2-t(t-2) 2 -1 Herleiden op y:

Conclusie: de richtingscoéfficiént van [ is gelijk aan -2 voor elke waarde van t. [1p] x=-2+yy—1dus x+2=+y—1dus (x+2)3=y-1

Opmerking: het resultaat van deze opgave kan misschien in de volgende opgave gebruikt dus y=(x+2)%+1 [1p]

worden. y=(x+2P+1=(x+2)- (x+2)?2+1=(x+2) - (xX*+4x+4)+1=

XCH+4X2+4x+2x*+8x+8+1=x3+6x>+12x+9 [1p]

Conclusie: f™(x) = =2 +{x— 1
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.

4p 13 Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
eerste methode, lijn | door P;, P, en P, heeft richtingscoéfficiént -2 en gaat door P;(3, 0):
ér;(zlny;eg: stel de vergelijking van de lijn | op en vul x(t) en y(t) van P, in. Maak een tweede methode, met behulp van f(F™(x)) = x:
. . finv H H inv i
De betreffende lijn / door P,, P, en P, gaat door Py(3, 0) , Analyse: f™ invullen in de fur.rctle fen f(f"™(x)) uitwerken moet x oplevel-'en.
en de richtingscoéfficiént is -2 dus de vergelijking van f(x) =x®+6x2+12x+9 en f™(x) = -2 +Ix—-1 en er moet gelden f(f™(x)) = x

deze lijn is :y = ~2(x -3} = -2x+ 6 12p] Dus er moet gelden( 2 +3x 1)3+6~(—2+\3/x—1)2+12~(—2+\3/x—1)+9=x. [1p]

- P,
:{);((?)—Zt+2t|igt op lijn I dus geldt 4t = -2(£* + 21) + 6 —2+3x ) uitwerken geeft
= P 1 2
1 Ix - _ 3 _ 3 V2 o4 o4 (v VAR (v 1)3
dus -21* - 8t+6 =0 dus t* +4t-3 =0 [1p] P, -2+ T)'=4-4-(x=1)2+(x=1)?en6-(-2+3x=1) =24-24 - (x=1)+6-(x-1)
; -4+\16-4-1.-3 -4+428 C 2T A (—2+\lx—1)3 uitwerken geeft: 2 . ,
o ? i 2 o o P\ <3 (24Vx=1) = (-24Vx=1) - (=2 +Vx—-1) = 2+(x_1)3) (4 4.-(x-1)3+(x=-1)3) =
3 X 1 2 h
Conclusie: t= -2 ++7 (t=-2 =7 vervalt) [1p] —8+8-(x=1)3=2-(x=1)3+4-(x=1)3-4.- (x—1)3 (x 1)
1 2

= — Ax=1)2%=6-(x=1)3 —
x(t) B (2” 2 in de vergelijking van | ingevuld worden. 8+12- (x-1) 36 (x=1)%+ )1( 1 2
y(t) = Dus (-2+Vx=-1) =12-(x=1)*-6- (x—1)3+x 9 [1p]

tweede methode, lijn | door P,, P, en P, heeft richtingscoéfficiént -2 en gaat door Dus (-2 +3x—-1 )3 +6-(-2+9x ) +12- (-2 +\/ 1)+9=
Py(t? + 2t, 41): x 2 3 3o
Analyse: stel de vergelijking op van de lijn | en vul P4(3, 0) in. 12 (x 1)1 6-(x 1)1 tx-9+ 241 24-(x 1) +6-x 1) —24+12-(x=1)°+9=
De betreffende lijn / door P,, P, en P, gaat door P,(t? + 2t, 4t) en de richtingscoéfficiént 12 (x=1)3+12-(x=1)%-24-(x-1)®-6- (x—1)3+6 (x—1)3+x 9+24-24+9=x [1p]
is =2, dus de vergelijking van deze lijn is :y = -2x+ b [1p] dus 4t=-2(* + 2t) + b Conclusie: f™(x) = -2 +Ix=T

dus b=2t*+8tdus y=-2x+2t>+8t [1p] o . .
P,(3, 0) ligt op lijn /dus 0 = -2 - 3 + 2 24+ 8tdus 22+ 8t—6=0dus 2+4t—3 =0 [1p] Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.

Opmerking: in plaats van P, kan ook Pz:{

2
3

¢ -4+\16-4-1--3 -4=x \28 - 2447 derde methode, starten met f(x) = x° + 6x? + 12x + 9 en vergelijken met de uitwerking van
127 2 -2 T 0T (y +2)%
Analyse: f(x) = y = x> + 6x? + 12x + 9, verwissel x en y en herleid op y = ... moet

Conclusie: t= -2 ++7 (t=-2 =7 vervalt) [1p]
Opmerking: de vergelijking van lijn | door P,(4t, 2t?) met richtingscoéfficiént -2 kan ook
opgesteld worden door P; in te vullen (analoog aan de tweede methode).

fiv opleveren.
y=x>+6x2+12x+9 en x en y verwisselen geeft x=y* +6y?+ 12y + 9 [1p]

Er geldt: f(x) = y = -2 +Vx—- 1 oftewel y+2 =3x-1 dus (y+2)3= x—1

Omdat (y+2)3=(y+2) - (y+2)2=(y+2) - (Y’+4y+4)=y*+4y?> +4y+2y*+8y+8 =
y3+6y2+12y+8 geldt

(y+22+1=y*+6y2+12y+9dus x=y>+6y?+12y+9=(y+2)3+1 [1p]

Herleiden op y dus x= (y+2)3+1dus x—1=(y+2)°3dusVx-1=y+2en
y=—2+\3/x—1 [1p]

Conclusie: f™(x) = =2 +vx
Opmerking: het resultaat van deze opgave kan in de volgende opgave gebruikt worden.
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3p

6p

15

16

Bereken in één decimaal, dus gebruik grafische rekenmachine is toegestaan.
9

Analyse: gebruik mt - Ixz dy en het resultaat van de vorige opgave en de grafische
rekenmachine. 0

Wentelen om de y-as, dus ondergrens van de integraal is y = 0, de bovengrens is
y=f(0)=09. [91p]

Inhoud is 1t - sz dy met x= -2 +yy-1 (zie vorige opgave),
0 9

. . 2 g
dus de gevraagde inhoud is - [(=2 +[y—1) dy. [1p]
g g i( Y ) y- e nX_[z(—2+3Jx—1 )de

Gebruik de grafische rekenmachine, gebruik bijvoorbeeld || 83.92920066

9 2
in het basisscherm = - _[(—2 +x=1) dx =33,929...
0

=]

Conclusie: de inhoud is 33,9. [1p]

Opmerking: let op het gevraagde aantal decimalen.
Opmerking: de ggafische rekenmachine mag gebruikt worden, dus uitwerken
van (—2 +\7m) is niet nodig.

Bereken exact, dus gebruik grafische rekenmachine is niet toegestaan.
Analyse: bepaal de punten P en Q, de vergelijking van de lijn door P en Q en het snijpunt
S van deze lijn met de y-as. Maak een schets.

eerste methode, met de afgeleide van f:

f(x) = x*+6x>+12x+ 9 dus f'(x) =3x%>+ 12x+ 12 [1p]

Punt P: raaklijn is horizontaal dus 3x?+ 12x+ 12 = 0 dus 3(x+2)2 =0 dus x = -2 [1p]
en f(-2) =1 dus P(-2, 1) [1p]

Punt Q ligt op f™ en heeft een verticale raaklijn dus P (-2, 1) spiegelen in y = x geeft
Q (1, -2). 11p]

D lijki de lijn door Pen Q heeft richtingscoéfficiént =Y = 1==2 - 3 __

e vergelijking van de lijn door P en eeft richtingscoéfficiént X-2-1-3° 1. [p]
Dus de vergelijking van de lijn door P en Q isy-1=-1(x+2)dusy =-x-1.
Conclusie: de y-coordinaat van Sis —1. [1p]

Opmerking: ook toegestaan is een redenatie vanuit de grafiek. De richtingscoéfficiént is —1
dus de y-coérdinaat van Sis 1+2--1=-1.

tweede methode, met de afgeleide van finv:

1 2

Fivix) = =2 +3x=1 = =2+ (x=1)3 dus F™'(x) = (x=1) 3=—_1 |

(x) ( ) (x) 3 ( ) 3 m [1p]
Punt Q: raaklijn is verticaal bij x = 1 [1pl en f™(1) = -2 dus Q (1, =2) [1p]
Punt P ligt op f en heeft een horizontale raaklijn dus Q (1, -2) spiegelen in y = x
geeft P(-2, 1). [1p]
Ay _1--2 _
Ax -2-1
Dus de vergelijking van de lijn door Pen Qis y—1=-1(x+2)dus y=-x- 1.
Conclusie: de y-codrdinaat van Sis -1. [1p]
Opmerking: ook toegestaan is een redenatie vanuit de grafiek. De richtingscoéfficiént is —1
dus de y-cobrdinaat van Sis 1+2--1=-1.

De vergelijking van de lijn door P en Q heeft richtingscoéfficiént

3 - —
3= 1. [1p]
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derde methode, met de afgeleide van f:

f(x)=x+6x*+12x+9 dus f'(x) = 3x%>+ 12x+ 12 [1p]

Punt P: raaklijn is horizontaal dus 3x?+ 12x+ 12 =0 dus 3(x+2)2=0

dus x=-2 [1p] en f(-2) =1 dus P(-2, 1) [1p]

Lijn door P en Q heeft richtingscoéfficiént —1 [2p] (vanwege symmetrie in de lijn met
vergelijking y = x).

Dus vergelijking van de lijn door P(-2,1)en Q is: y-1=-(x+2)dus y=-x-1.
Conclusie: de y-coordinaat van Sis 1. [1p]

Opmerking: ook toegestaan is een redenatie vanuit de grafiek. De richtingscoéfficiént is —1
dus de y-coérdinaatvan Sis 1+2--1=-1.
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3p

Sp

4p

Examen 2022-I

Inverse van In(x)

De functies fp en g, zijn gegeven door fp(x):pln(x) en g, (x)=e”,

voor p#0.

De functies fp en g, zijn elkaars inverse.

Bewijs dit.

Neem p=-1. Vis het gebied dat wordt
ingesloten door de grafieken van f_, en
g_,, de x-as en de y-as. Zie figuur 1.

Bereken de oppervlakte van V. Geef je
eindantwoord in twee decimalen.

Er bestaat een waarde van p waarbij de
lijn y=x de gemeenschappelijke raaklijn

is van de grafieken van fp en g,.

Deze situatie is in figuur 2 weergegeven.

Bereken exact de waarde van p waarvoor
de lijn y =x de gemeenschappelijke

raaklijn is van de grafieken van
/, eng,.

=

figuur 1

y

figuur 2

&p
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Letter op het computerbeeldscherm

De rand van een letter op een computerbeeldscherm is een
aaneenschakeling van meerdere krommen. Zo is de rand van de
(uitvergrote) letter ‘a’ in figuur 1 gemaakt met behulp van zestien
krommen, die je in figuur 2 ziet.

figuur 1 figuur 2 flguur4

e
(DL

Elk van de zestien krommen kan met een formule worden beschreven.
Computers hebben die formules nodig om de letters op het scherm te
kunnen tekenen. Als voorbeeld bekijken we de kromme K tussen 4 en B,
die in figuur 2 dikker is getekend.

5p
We gaan ervan uit dat er vier gegevens bekend zijn:

— de coodrdinaten van 4;
— de coordinaten van B;
— de richting van de raaklijn in 4 aan de kromme;
— de richting van de raaklijn in B aan de kromme.

Zie figuur 3. De vraag is nu hoe je uit deze vier gegevens een formule
voor de kromme K maakt.

In figuur 4 zie je de punten 4 en B en de twee raaklijnen, geplaatst in een

assenstelsel. Gegeven is dat 4 de codrdinaten (115, 3) heeft, B de

19
1’ 10

richtingscoéfficiént van de raaklijn in 4 gelijk is aan 4. Het punt C is het
shijpunt van de twee raaklijnen en speelt een belangrijke rol bij de
constructie van de kromme K.

coordinaten ( ) dat de raaklijn in B horizontaal is en dat de

Bereken exact de x-codrdinaat van C.

3p
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Om de kromme K te kunnen construeren, worden er, behalve de drie
vaste punten 4, B en C, drie bewegende punten P, O en R gebruikt. Deze
bewegen als volgt:

— Punt P beweegt voor 0<¢<1 met een constante snelheid over lijnstuk

AC van A4 naar C. Er geldt: OP=0A4+t-AC
— Punt Q beweegt voor 0<¢ <1 met een constante snelheid over lijnstuk

CB van C naar B. Er geldt: O—Q:O—Cﬂ‘-@

— Terwijl punten P en Q bewegen, schuift punt R op het bewegende
lijnstuk PO van P naar Q. Er geldt: OR = O—P+t-P—Q

Het punt R doorloopt van =0 tot =1 een kromme van 4 naar B. Deze

kromme wordt de Bézierkromme (van 4, B en C) genoemd, en dat is
kromme K uit figuur 2.

Figuur 4 is op de uitwerkbijlage uitvergroot weergegeven.
Teken in de figuur op de uitwerkbijlage het punt R van de Bézierkromme
dat hoort bij ¢t =0,25. Licht je werkwijze toe.

OR is uit te drukken in t, @, OB en OC. Er geldt voor elke waarde van ¢:
OR=(1-1)*-OA+1*-OB+2t(1-1)-OC
Bewijs dit.

In de rest van deze opgave kijken we naar een ander voorbeeld. Het gaat
niet meer om de letter ‘@’
De codrdinaten van 4, B en C zijn nu als volgt: 4(0,4), B(2,2) en

C(3,0). Ook nu is C het snijpunt van de raaklijnen in 4 en B.

De Bézierkromme van 4, B en C is, volgens de formule voor ﬁ, te
beschrijven met behulp van vectoren. Het is echter ook mogelijk deze
Bézierkromme met bewegingsvergelijkingen te beschrijven.

We bekijken het punt L met de volgende
bewegingsvergelijkingen: y

x(t) = 4> + 6t '
met 0<r <1
y(t)=6t> -8t +4

figuur 5

A

De baan van L is weergegeven in figuur 5.

Er geldt: de baan van L is de Bézierkromme
die hoort bij de punten 4, B en C.

Bewijs dit met behulp van de formule voor OR.
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Raaklijn verschuiven
De functie f is gegeven door figuur
f(x):x2—2xx/;+x met x>0. y i
1
1
I
In de figuur is de grafiek van f met haar ,"
raaklijn k£ in de oorsprong weergegeven. /
ll’
1
1
v
1
[
0 1 x

Gebroken sinusfunctie
De functie f is voor —t < x < gegeven door:
De grafiek van 1 heeft de
punten (0,0) en (1,0) gemeenschappelijk

sin(x)
J(x)=—"-+
sin(2x)
De functie g is gegeven door g(x) =sin(x).
In de figuur zijn de grafieken van f en g weergegeven
figuur
met de x-as.
y
f
- 4p 9 Bewijs dat er geen andere gemeenschappelijke punten van de grafiek
P N van / met de x-as zijn.
™~ K * 4p 10 Bereken exact de opperviakte van het viakdeel ingesloten door de grafiek
S van f en de x-as.
Er is een waarde van a, met a #0, waarbij een verschuiving van de
a
raaklijn k& over de vector ( j weer een raaklijn aan de grafiek van f geeft
.. , . 11 Berek td d .
gp 8 Bewijs dat de grafieken van f en g elkaar in twee punten raken G erexen exact deze waarde van a
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Vulkaan

Een vulkaan kan op verschillende manieren
tot uitbarsting komen. Bij een zogenoemde
plinische uitbarsting wordt de druk binnen
de vulkaan steeds groter totdat de vulkaan
met groot geweld tot uitbarsting komt. Bij de
uitbarsting worden brokken gesmolten
steen weggeslingerd die lavabommen
worden genoemd.

In een model van de baan van een lavabom wordt ervan uitgegaan dat op
het moment van de uitbarsting alle lavabommen een snelheid hebben van
210 meter per seconde. Een tweede uitgangspunt is dat elke lavabom een
parabolische baan beschrijft. De hoogte van de vulkaan ten opzichte van
de grond is 2000 meter.

In figuur 1 zie je de banen van een aantal lavabommen die in het vliak door
de x-as en de y-as bewegen.

figuur 1

2000

[0 X

De bewegingsvergelijkingen van een lavabom hangen af van de richting
waarin de lavabom tijdens de uitbarsting wordt weggeslingerd. In het
model worden de volgende bewegingsvergelijkingen als uitgangspunt
genomen:

{x(t) =210cos(o) - ¢

(1)
y(t) = 2000+ 210sin(ct) - 1 —4,9¢>

Hierbij is oo de hoek die de baan van de lavabom op het moment van
wegslingeren maakt met een horizontale lijn, waarbij 0 < o <.

Verder is ¢ de tijd in seconden (waarbij £ =0 het moment van wegslingeren
is) en zijn x(¢) en y(¢) in meters.
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Uitgaande van stelsel 1 kan de y-codrdinaat van de baan worden
uitgedrukt in x en a. Er geldt (voor o ;t%n):

1 2

=2000+tan(ot) - x ——————-x
4 9000cos* (o)

(2)
Bewijs dit.

Een lavabom wordt onder een hoek o =1 (radiaal) weggeslingerd. Deze
lavabom komt op een bepaalde afstand van de vulkaan op de grond.
Voor dit punt geldt y=0.

Bereken deze afstand. Geef je eindantwoord in honderden meters
nauwkeurig.

Formule 2 kan worden herleid tot:
_ 1+tan2(oc).
9000

In figuur 2 is bij de parabolische banen van een aantal lavabommen een
gestippelde kromme getekend. Deze kromme stelt de uiterste grens voor
van het gebied dat door deze lavabommen kan worden bereikt.

x* +tan(or) - x + 2000 (3)

figuur 2

De formule van de gestippelde kromme is:

y=- -x? +4250 (4)

9000
Alle banen van de lavabommen hebben precies één punt gemeen-
schappelijk met de gestippelde kromme en raken dus aan deze kromme.
Bewijs dat alle banen van de lavabommen raken aan de gestippelde
kromme.
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Scheve asymptoot

De functie f is gegeven door f(x)= x+2_
X

De grafiek van f heeft een verticale asymptoot met vergelijking x =0 en
een scheve asymptoot.

In onderstaande figuur is voor x >0 de grafiek van f weergegeven.

De scheve asymptoot is gestippeld weergegeven.

figuur
y

Sp

2
Op de grafiek van f ligt een willekeurig punt P(p, p+—).
p

De raaklijn aan de grafiek van f in P snijdt de verticale asymptoot in
punt O en de scheve asymptoot in punt R. Zie de figuur.
gp 15 Bewijs dat P het midden is van lijnstuk OR.

4p
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Vlieger
Gegeven zijn voor a >0 de punten 4(0, a), figuur 1

B(1,0), C(0,-1) en D(-1,0).
Vierhoek ABCD is een vlieger.
In figuur 1 is de vlieger getekend voor a=2.

De middelloodlijn van een lijnstuk gaat door het midden
van dat lijnstuk en staat loodrecht op dat lijnstuk.

Voor a =2 gaat de middelloodlijn van lijnstuk 4B niet
door D.

Bereken exact voor welke waarde van a de
middelloodlijn van lijnstuk AB wél door D gaat.

figuur 2 figuur 3
In de hoekpunten van de
vlieger bevinden zich 4 4
puntmassa’s: 21 N
— in punt 4 met gewicht 2; 4 ," \\
— in zowel B als D met gewicht 1; ,1/‘ . ," TN
— in punt C met gewicht a. D/' Z\\ B D,/' z \B
o T ONo =
In figuur 2 zijn de vlieger, de AN P L
-TyC -TYC

puntmassa’s en het zwaartepunt Z
van de puntmassa’s getekend voor
het geval a=1.

In figuur 3 zijn de vlieger, de puntmassa’s en het zwaartepunt Z getekend
voor het geval a=2.

Wanneer a groter wordt, verschuift het punt 4 (0, a) over de y-as omhoog

en neemt het gewicht in C toe. Ook het zwaartepunt Z van de vier
puntmassa’s verandert dan van plaats. Wanneer a onbegrensd toeneemt,
nadert het zwaartepunt Z tot een vast punt P.

Bewijs dat de y-codrdinaat van dat punt P gelijk is aan 1.
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2019-11

punten cijfer punten cijfer

punten cijfer punten

cijfer

punten cijfer punten cijfer

Wiskunde B vwo

2021-11

Cijferbepaling
2018-1

punten cijfer punten cijfer
0 10 46 6,6
1 11 47 6,7
2 11 48 6,8
3 1.3 49 69
4 14 50 71
5 156 51 72
6 16 52 73
7 1,8 53 74
8 19 54 76
9 20 55 77
10 21 56 78
m 23 57 79
12 24 58 81
13 25 59 8.2
14 26 60 83
15 2,7 61 84
16 29 62 85
17 30 63 87
8 31 64 88
19 32 65 89
20 34 66 90
21 35 67 92
22 36 68 93
23 37 69 94
24 39 70 95
25 40 71 97
26 41 72 98
27 42 73 10,0
28 44
29 45
30 4,6
31 4,7
32 458
33 5,0
34 5,1
35 5,2
36 53
37 55
38 5,6
39 5,7
40 5,8
41 6,0
42 6,1
43 6,2
4 6,3
45 6,4

o

00N O WN =

2018-I
1,0 46
1,2 47
15 48
1,7 49
19 650
2,2 51
24 b2
26 53
2,7 b4
29 55
30 56
31 57
32 58
33 59
34 60
36 61
37 62
38 63
39 64
40 65
41 66
43 67
44 68
45 69
46 70
47 71
48 72
50 73
51 74
52 75
53 76
54 77
55
5,7
58
59
6,0
6,1
6,2
6,4
6,5
6,6
6,7
6,8
6,9
71

72
73
74
75
76
78
79
8,0
8.1
8,2
8,3
8,5
8,6
8,7
8,8
89
9,0
9,2
9,2
9,3
9,4
9,4
9,5
9,5
9,6
9,6
9,7
9,8
9,8
9,9
9,9
10,0

o

00N O WN =

2019-1
1,0 46
1,2 47
15 48
1,7 49
19 650
21 51
24 b2
26 53
2,7 b4
28 b5
29 56
30 57
32 58
33 59
34 60
35 61
36 62
3,7 63
38 64
39 65
41 66
42 67
43 68
44 69
45 70
46 71
4,7 72
48 73
50 74
51 75
52 76
53 77
54 78
55 79
56 80
5,7
5,9
6,0
6,1
6,2
6,3
6,4
6,5
6,6
6,8
6,9

70
71
72
73
74
75
77
78
79
8,0
8.1
8,2
8,3
8,4
8,6
8,7
8,8
8,9
9,0
9,1
9,2
9,3
9,3
9.4
9,4
9,5
9,6
9,6
9,7
9,7
9,8
9,8
9,9
9,9
10,0

0 1,0

1 1.2
2 15
3 1,7
4 1,9

5 22
6 24
7 2,7
8 29
9 31
10 34
1 35
12 3,6
13 3,7
14 3,9
15 4,0
16 41
17 4,2
18 43
19 45
20 4,6
21 4,7
22 48
23 49
24 5,0
25 5,2
26 53
27 54
28 55
29 5,6
30 58
31 59
32 6,0
33 6,1
34 6,2
356 63
36 65
37 6,6
38 6,7
39 68
40 6,9
41 71
42 72
43 73
4 74
45 75

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76

76
78
79
8,0
8,1
8,2
8,4
8,5
8,6
8,7
8,8
8,9
8,9
9,0
9,1
9,1
9,2
9,2
9,3
9,3
9,4
9,5
9,5
9,6
9,6
9,7
9,8
9,8
9,9
9,9
10,0

punten cijfer punten cijfer

punten cijfer punten cijfer

punten cijfer punten cijfer

Bedenk dat het toekennen van punten aan een antwoord enige deskundigheid vereist. De hier
behaalde scores zijn dus vooral een indicatie van hoeveel je op dit moment weet over het vak.
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o

0ONO O WN =

2021-1
1,0 46
1,2 47
15 48
1,7 49
2,0 50
21 51
2,2 52
24 53
25 b4
26 55
2,7 56
2,8 57
3,0 58
31 59
32 60
33 61
34 62
36 63
37 64
38 65
39 66
41 67
4,2 68
43 69
44 70
45 71
4,7 72
48 73
49 74
5,0
5,1
53
5,4
55
5,6
5,8
5,9
6,0
6,1
6,2
6,4
6,5
6,6
6,7
6,9
70

71
72
73
75
76
77
78
79
8.1
8,2
8,3
84
8,6
8,7
8,8
8,9
9,0
9,2
9,3
9,4
9,5
9,6
9,6
9,7
9,8
9,8
9,9
9,9
10,0

o

00N O WN =

202111
10 46
13 47
15 48
18 49
20 50
23 51
25 52
28 53
30 54
32 55
34 56
35 57
36 58
37 59
39 60
40 61
41 62
42 63
44 64
45 65
46 66
47 67
49 68
50 69
51 70
52 71
54 72
5,5
5,6
5,7
5,9
6.0
6.1
6,2
6.4
6.5
6.6
6.7
6.9
70
1
72
74
75
76
77

79
8,0
8,1
8,2
8,4
8,5
8,6
8,7
8,9
8,9
9,0
9,1
9,1
9,2
9,3
9,3
9,4
9,4
9,5
9,6
9,6
9,7
9,8
9,8
9,9
9,9
10,0

o

ONO O WN =

1,0
1,2
15
17
2,0
2,2
23
2,5
2,6
2,7
2,8
3,0
3,1
32
33
34
3,6
3,7
38
3.9
41
42
43
44
4,6
47
4,8
4,9
5,1
5,2
5,3
5,4
5,5
5,7
5,8
5,9
6.0
6.2
6.3
6.4
6.5
6.7
6.8
6.9
70
71

46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

73
74
75
76
78
79
8,0
8,1
8.3
84
85
8,6
8.8
8.9
9,0
9,1
9,2
9,4
9,4
9,5
9,6
9,6
9,7
9,8
9,8
9,9
9,9
10,0
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Onderwerpregister

onderwerp

deel 1
hoofdstuk onderdeel
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deel 2a
examen onderdeel

a
afgeleide zie differentiéren
afstand h2 28 33 34 2019-11 13 14

afstand punt-lijn

h3 4 28 h4 14
h5 4-6 11 13 15 20 21
h5 21

asymptoot h2 16
horizontale- h2 16 h3 8 2019-1 10 2021-11 13
scheve- h2 17 2021-1 11
verticale - h2 13 17 h3 8 2019-1l 10 2021-11 13
b

bewegingsformules
bewijs

zie ook parameterkromme
zie ook formule bewijzen/

herleiden/maken

buigpunt h2 34 2021-11 14
c
cirkel h5 1 79 11-13 2018-1 6 7 2018-1l 8 15 16
h5 16-18 21 2021-11 15 2021-Ill 10
congruente driehoeken h5 1
cosinusregel h5 6 19 2018-1 16
2019-1 12 2021-1 6
2021-11 1
d
differentiéren h1 2 39 41 2018-1 1 2018-Il 2

kettingregel

productregel
quotientregel

differentiequotiént

driehoek
oppervlakte

dubbele afgeleide

h2 2 7 18 21 26 29
h2 34 h3 13 17
h4 2 7 30

h3 367 10 17 29
h3 30 34 38 45
h4 13 15 16 20 23
h4 26 30

h3 29 h4 7

h3 9 13 18 26 27
h4 25 h5 18

zie differentiéren
h5 8 11 16 17
h5 19

zie buigpunt

2019-1 2 8 2019-1 3 4 7

2021-1 4 12
2021-11'1 9 14
2021-11 2 7 8

2018-1 3 13 2018-Il 7
2019-1 2 2019-1I 3

2018-1 3

2018-11 7 2019-1 8

2018-11 2 2019-1 7

2019-1 14 2021-1 14
2021-11 7 16

e
extreme waarde
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onderwerp deel 1 deel 2a

hoofdstuk onderdeel examen onderdeel
f
F-hoeken zie hoek

formule bewijzen/herleiden/maken

exponenten en logaritmen

gebroken

goniometrie

herschrijven
macht
meerdere variabelen
wortels
functies

absoluut-
exponentiéle-

gebroken-

goniometrische-

logaritmische-

h1 5 8-12 25-29

h1 34

h3 2-6 19 33 42 44
h1 2 3 15 22 24 32
h1 37

h2 22-24

h4 5 18 19 21

h1 1-15 22-34 37
h1 23 h2 21 hb5 25

h1 6 7 13 30 31 33
h2 2 35-37

h2 8 16
h3 3 7 12-19
h3 22-25 29-45

h2 1 13-15

h2 16-20 28 29

h4 31

h4 22 28 29 31 32

h3 1 2 412
h3 20 21 26-28 44

20181 11

2018-11 6 7 2019-1l 14
2021-11 8 10 2021-lll 8
2018-1 15 2018-1 1
2019-1I 14 2021-1 11 12

2018-1 16 17

2019-1I 8 2021-11 2 3
2021-111 4

2019-11 6

2018-11 3-5 2019-1l 5 6
2021-1 5
2018-11 1 2019-1 15

2019-1l 4 2021-1 13
2018-1 3-5 10 11-13
2019-1l 5 10 2021-1 7

2021-11 13
2018-1 15
2018-11 1 2

2019-11 10 2021-1 1

2018-1 8 9 2019-1 2 10-12

2019-11 8 9 20211 2 3
2021-11 1 2021-1I 2
2018-1 14

2019-1 8 9 20191l 13-15

2021-1 4 13 2021-lll 6

machts- h2 3 4 31-34 201811 11 2019-11 1
2021-11 6 2021-1Il 14
wortel- h2 1-7 9-12 2019-1 3-5
h2 25-27 30 31 2021-1 14 2021-1I 11
h2 35-37
gebroken functies zie functies
gelijkbenige driehoek h5 8 11 2019-1 14
gelijkvormigheid h5 4 2018-11 10 2021-11 15

gelijkzijdige driehoek

goniometrie zie functies en formule

h

haakjes wegwerken zie algebraische vaardigheden

helling zie raaklijn

herleiden zie ook formule bewijzen/herleiden/maken

herschrijven

hoek berekenen tussen ...

hoek (F- en Z-hoek)
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zie ook formule bewijzen/herleiden/maken

h2 17
h5 4

2019-11 3 2021-1 8 14
2021-1 5
2019-11 12
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onderwerp deel 1 deel 2a
hoofdstuk onderdeel examen onderdeel
i
inhoud h2 1 10 27 30 31 2018-11 4
h2 37 40 h3 5 11 2019-1 15 2019-Il 17
2021-11 15
inproduct h5 3 9 10 2018-11 16 2019-1 12
2019-11 2 3
integreren h2 1 5 9-1 2018-1 4 5 2018-1 4 1

inverse functie

h2 14 15 20 27
h2 30 32 35 37-40
h2 42

h3 5 11 12 17 18
h3 23 25 30

h4 3 24 25 32

h2 3 22 h3 20

2019-1 5 9

2019-11 8 17

2021-1 3 2021-11 7 12
2021-11' 5

2018-1 12 2021-11 13
2021-11 14

k

keerpunt h4 20

kettingregel zie differentiéren

knikpunt h2 16 2019-11 4
kwadraat afsplitsen h1 35 36

lengte zie ook afstand
limiet h1 43 h2 24 2019-1 11 2019-1 4 10 15
h3 8 32 2021-1 10 2021-11 13 16

lissajous zie parameterkromme

logaritme zie functies

loodrecht h3 6 ht 4 5 8 10 2018-11 2 16 2019-1 12 14

h5 9 10 16 2021-1 1 9 2021-1l 5 15

2021-1 3

m

machtsfuncties zie functies

maximum zie top berekenen

meetkunde h5 2018-1 16 17
2018-11 8-10 15 16
2019-11 16 17 2021-11 15
2021-11 10

midden 2019-1 10 2021-1l 6

middelloodlijnen h5 11-13 17 20 2018-11 8

minimum zie top berekenen

n

natuurlijke logaritme zie functies

o

omwentelingslichaam zie inhoud

ongelijkheid zie vergelijking

omtrek h4 29
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onderwerp deel 1 deel 2a
hoofdstuk onderdeel examen onderdeel
o
oppervlakte h2 56 1 2018-1 5
h2 14 15 20 26 2018-1I 11 2019-1 5
h2 32 35 42 2019-11 8 9
h3 12 18 23 25 2021-1 1 3 2021-1l 7 12 16
h3 30 31 2021-ll 5
h4 4-6 24 32
h5 3
p
parabool h5 12 13 2021-1 1
parameter zie (extra) variabele
parameterkromme h4 8-21 28-30 2018-1 1 2 2018-1l 12-14
h5 14 15 2019-1 13 14 2019-11 2 3
2021-1 10 2021-11 1
2021-1 11
perforatie h2 16 19 h3 8 2018-1 14
h4 31 2018-11 2 2019-1 1
primitieve zie integreren
productregel zie differentiéren
puntsymmetrie h2 23 h3 15
h4 27
Pythagoras h1 37 h2 33 2018-1 7
h5 4 9 10 12 15 20 2018-11 9 2019-1 6 7 12
2019-1 1 11 12 2021-1 9
2021-11 3 2021-1I 1
q

quotiéntregel

zie differentiéren

r
raaklijn, raken, helling

randpunt

rekenregels
goniometrie

richtingscoéfficiént

S

h2 7 34 &1
h3 1 9 22
h4 15 16
h5 13 21

2019-1 3 2019-1l 4 2021-1 4
2021-11' 2 11 14
2021-1ll 3 16

2019-1 4

zie algebraische vaardigheden en

functies en herschrijven

h2 41 h3 10
h4 9 10 15 16

2019-1 12 2019-11 3
2021-11 12 13

sinusregel
snelheid (gemiddelde)
snijpunten

spiegelen in
y=Xx

stelsel van vergelijkingen
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h5 5 6

h2 9
h4 13 30
h2 4 h5 20

h5 3
h2 3 22
2021-1l 4 2021-lll 9

2018-1 1 2018-1I 14
2019-11 12 2021-1I1 11
2018-11 15

2019-1 1 8
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onderwerp deel 1 deel 2a

hoofdstuk onderdeel examen onderdeel
t
tangens 2021-11 5 15
Thales h5 7 2018-11 8
toon aan zie ook formule bewijzen/

top berekenen

herleiden/maken

2018-1 3 8 13 2019-11 1

h3 3 7 26 27 35 2019-11 7
h4 23 2021-1 12

translatie h2 8

v

(extra) variabele h2 16 32 33 2019-1 3 11
h3 30 41 42

vectoren h5 3 9 10 14 16 20 2018-1 17

vergelijkingen maken/
oplossen

cirkel

gebroken-

lineair-

macht-

meetkunde

wortel-
vermenigvuldiging

horizontaal of verticaal
verschuiven
verticale asymptoot

zie ook functies

ht 7-9 17
h1 18 42
h5 2
h1 19 20
h5 1
h1 16 17
h2 8

zie translatie
zie asymptoot

2018-11 9 10 14 16

2019-1 1 6 7 2019-1I 11 12

2021-1 8 9 2021-II 4
2021-111 12

2018-11 15 2021-1 6 14
2018-1 15

2021-11 14 2021-11 13
2018-1 2 2019-11 16
2018-1 7

w
wentelen
wortelfunctie

zie inhoud
zie functies en herleiden

z
Z-hoeken zie hoek
zwaartepunt h2 38 39 2018-1 6
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EXAMEN-
WOORDEN

Examenwerkwoorden

Algemeen: tenzij anders aangegeven, is de wijze waarop het antwoord gevonden

wordt vrij.

De toevoeging ‘algebraisch’ of ‘exact’ legt beperkingen op aan de
wijze van beantwoorden.

Algebraisch / op
algebraische wijze

Zonder gebruik te maken van specifieke opties van de grafische
rekenmachine; tussenantwoorden en het eindantwoord mogen
benaderd opgeschreven worden.

Exact / op exacte
wijze

Zonder gebruik te maken van specifieke opties* van de grafische
rekenmachine; tussenantwoorden en het eindantwoord mogen
niet benaderd opgeschreven worden.

*Als bijvoorbeeld gevraagd wordt de ongelijkheid 5/x<x exact op te
lossen, wordt verwacht dat de gelijkheid 5/x=x exact wordt opgelost. De
tekens in de oplossing van de ongelijkheid hoeven niet verantwoord te
worden.

Aantonen dat,
laten zien dat

Het geven van een redenering en/of bepaling en/of berekening
waaruit de juistheid van het gestelde blijkt. Uit de uitwerking
moet blijken welke stappen zijn gezet.

In het algemeen geldt dat het gestelde controleren door middel
van een of meer voorbeelden niet voldoet

Onderzoeken of

Het geven van een redenering en/of bepaling en/of berekening
waaruit de (on)juistheid van het gestelde blijkt. Het antwoord
moet worden afgesloten met een conclusie.

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

In het algemeen geldt dat het gestelde controleren door middel
van een of meer voorbeelden niet voldoet, tenzij het geven van
een tegenvoorbeeld tot de juiste conclusie leidt.

Afleiden van
bijvoorbeeld een
formule

Het geven van een redenering en/of berekening waaruit de
juistheid van de formule of eenheid volgt. Uit de uitwerking
moet blijken welke stappen zijn gezet.

Tenzij anders aangegeven, geldt dat het gestelde controleren
door middel van een of meer voorbeelden niet voldoet.

Bepalen Het gevraagde vaststellen en/of uitrekenen.

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.
Beredeneren, Het geven van een uitwerking waarin de denkstappen staan,
uitleggen waaruit het gestelde/gevraagde blijkt.
Berekenen Het gevraagde uitrekenen.

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

Bewijzen (dat)

Het geven van een redenering en/of exacte berekening waaruit
de juistheid van het gestelde blijkt.

Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.

Het gestelde controleren door middel van een of meer
voorbeelden voldoet niet, tenzij het geven van een
tegenvoorbeeld tot de juiste conclusie leidt

Herleiden (van een
formule)

Een formule stap voor stap herschrijven tot deze in de gevraagde
vorm staat, zonder gebruik te maken van specifieke opties van
de grafische rekenmachine.

©ThiemeMeulenhoff
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Noemen, (aan)
geven wat, welke,
wanneer, hoeveel

Een eindantwoord geven. Een toelichting is niet vereist tenzij
anders is aangegeven.

Oplossen Het bepalen van de waarden van een of meer onbekenden die
voldoen aan de gegeven vergelijking of ongelijkheid.
Uit de uitwerking moet blijken welke stappen zijn gezet.
Schetsen Het geven van een grafische voorstelling die de voor de
probleemsituatie relevante karakteristieke eigenschappen bevat.
Tekenen Het geven van een grafische voorstelling die de voor de

probleemsituatie relevante karakteristieke eigenschappen bevat
en voldoende nauwkeurig is.

In het geval van een grafiek moet een assenstelsel met
schaalverdeling zijn weergegeven.
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Formules

Goniometrie

sin(t + u) = sin(t)cos(u) + cos(t)sin(u)
sin(t - u) = sin(f)cos(u) — cos(t)sin(u)
cos(t+ u) = cos(t)cos(u) — sin(t)sin(u)

cos(t— u) = cos(t)cos(u) + sin(t)sin(u)

sin(2t) = 2sin(f)cos(t)
cos(2t) = cos?(t) - sin?(t) = 2cos?(t) - 1 = 1 — 2sin?(t)

©ThiemeMeulenhoff
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Afrondregels bij het examen wiskunde B Aantekeningen

Afronden van tussenantwoorden

a. Als bij een vraag doorgerekend wordt met tussenantwoorden die afgerond Zijn, e e .
en dit leidt tot een ander eindantwoord dan wanneer doorgerekend is met niet-
afgeronde tussenantwoorden, wordt bij de betreffende vraag één scorepunt in
mindering gebracht. Tussenantwoorden mogen wel afgerond genoteerd worden.

b. Uitzondering zijn die gevallen waarin door de context wordt bepaald dat
tussenantwoorden moeten worden afgerond.

Afronden van groeifactoren

c. Als een groeifactor wordt gevraagd, geldt voor het eindantwoord: groeifactoren e .
moeten worden genoteerd in ten minste twee decimalen.
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wettelijk verschuldigde vergoedingen te voldoen

aan Stichting Publicatie- en Reproductierechten
Organisatie (PRO), Postbus 3060, 2130 KB Hoofddorp
(www.stichting-pro.nl). Voor het overnemen van
gedeelte(n) uit deze uitgave in bloemlezingen, readers
en andere compilatiewerken (artikel 16 Auteurswet)
dient men zich tot de uitgever te wenden. Voor

meer informatie over het gebruik van muziek, film
en het maken van kopieén in het onderwijs zie
www.auteursrechtenonderwijs.nl.

De uitgever heeft ernaar gestreefd de auteursrechten
te regelen volgens de wettelijke bepalingen. Degenen
die desondanks menen zekere rechten te kunnen doen
gelden, kunnen zich alsnog tot de uitgever wenden.

Het voor deze uitgave gebruikte papier is voorzien van het FSC®-keurmerk.
Dit betekent dat de bosbouw op een verantwoorde wijze heeft plaatsgevonden.

I-

Nog meer oefenen?
Check www.examenhbundel.nl

)

#geenexamenstress

S cc s met
e examen!

#ikgazekerslagen




vwo Nederlands

vwo Engels

vwo Duits

vwo Frans

vwo Economie

vwo Bedrijfseconomie
vwo Maatschappijwetenschappen
vwo Geschiedenis
vwo Aardrijkskunde
vwo Wiskunde A

vwo Wiskunde B

vwo Wiskunde C

vwo Scheikunde

vwo Biologie

vwo Natuurkunde

A Tips, tricks en informatie die jou
vwo Economie

L B helpen bij het slagen voor je

vwo Maatschappijwetenschappen eindexamen vind je op

q q examenbundel.nl! Nog meer kans
vwo Geschiedenis

5 .
vwo Aardrijkskunde op slagen? Volg ons ook op social

q media. #geenexamenstress
vwo Wiskunde A &

vwo Wiskunde B
vwo Wiskunde C G .. Q
vwo Scheikunde

vwo Biologie

vwo Natuurkunde
havo/vwo Nederlands 3F/4F
havo/vwo Rekenen 3F

examenidioom + examenbundel + samengevat + zeker slagen! = #geenexamenstress

vwo Engels

vwo Duits
vwo Frans || |
Vo vWo

or vmbo, havo én 97789006 "639650



	Lege pagina

